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ỞI GIỚI THIÊU 





GEORGE POLYA sinh năm I8§7 ờ Hungary. Ông tốt nghiệp đại học và 
hảo vệ luận án tiến sĩ tại Đại học tổng hợp Budapest. Năm 1940 ông sang Mỹ, từ 
¡042 ong là giáo sự Đại học tổng hựp Sianford, Ông mất năm 1985 tai California. 

Ngoãi những công trình về lí thuyết số, giải tích hàm. toán thống kê và giải 
tích tổ hơn, G. POLYA rất nổi tiếng với những nghiên cứu về quá trình giải 
toán và quả trình sáng tao toán học, được đúc kết trong bộ ba quyển sách (đã 
được dịch ra rất nhiều thứ tiếng trên thế giới, trong đó có tiếng ViệU: How tơ 
Solve i1? (Giải một bài toán như thể nảø?), Mathematical Discovery (Sáng tạo 
toán học) và Mlathematics and Plausible Reasoning (Toán học và những suy 
tuãn có lí). 

Mác dù được viết cách đây đã gần một thế kí, các quyền sách của Œ. POI.YA 
đến nay vẫn giữ nguyên giá trị to lớn đối với thầy cô giáo các cấp. đối với sinh 
viên và học sinh muốn đạay và học toán học (và cả các môn khoa học khác) một 
cách thông minh và sắng tạo. 

TOÁN HỌC VÀ NHỮNG SUY LUẬN CÓ LÍ gồm hai quyển: 

I. Quy nạp và tương tự trong toán học: 

[I. Các sơ đồ của những suy luận có lí. 

Đây là bản dịch của quyền L Quy nạp và tương tự trone toắn học (bản dịch 
tiếng Ngai, Bản dịch này đã được Nhà xuất bản Giáo dục chớ In ngày trong 
những năm kháng chiến chống Mỹ cứu nước ác liệt nhân, 

Nội dung tác phẩm của G.POL.YA rất phong phú, để cập đến kiến thức toän 
học từ sơ cấp đến cao cấp, liên hệ đến vật lí và một số ngành khoa học khác. 
Cách trình bày độc đáo, nhiều chỗ theo lối văn nói, đí đòm và khả lế nhị. 
Chúng tôi lại không có nguyên bản tiếng Ảnh, nén bản dịch không khỏi có 
những sai sốt. Chúng tôi mong nhận được ÿ kiến đóng gốp của bạn đọc và có 
điều kiện thuận lợi để sửa chữa bản dịch được tốt hơn. 


Những người dich 
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ỜI NÓI ĐẦU 





Quyến sách này có những muc đích khác nhau liên quan khả chất chẽ. 


Trước hết, nó nhằm piúp các học sinh và thầy giáo dạy luận vẻ một văn đề 
quan trong, văn để này thường không được chủ ý đúng mức, Theo ý nghĩa nào 
đó, nó cũng là một khảo cứu triết học. Nó là một quyền kế tiếp các công trình 
khác và đôi hỏi phải có phần tiếp theo. 


1, 


Nói một cách nghiêm khắc thì mọi kiến thức của chúng ta ngoài phạm ví 
của toàn học và logic chứng rr”nh (môn logic này thực tế là một ngành của 
tuần học) đéu bao gốm các giá thuyết. Tãi nhiên có những giả thuyết này 
và giả thuyết nọ: Có những giá thuyết có pHí trị và đáng tin cây, thí dụ như 
những giả thuyết được diễn đạt trong nhiều quy luật tổng quát của vật lí. 
Có những gia thuyết khác vừa không đáng tín cây, vừa không có piả trì và 
một sở trong chúng có thể làm bạn phái bực rnình, khí bạn đọc các giả 
thuyết dò ở trong báo. Và giữa các piá thuyết này và giả thuyết ki có mợi 
loại tả thuyết, lình cảm và dự đoán. 

Chúng ta củng cố các kiến thức toán học của mình bằng các suy luận chứng 
tính. nhưng chúng ta hỗ trợ các giá thuyết của mình bảng các suy luận có lí. 
Một chứng mình tuần học là suy luận chứng mình, còn kết luận quy nạp của 
tha vật lí, những bằng chứng gián Hiếp của luật #Hị, những dân chứng tải liệu của 
nhà sử học và kết luận thống kẻ của nhà kmh tế học đếu thuộc về suy luận có lí. 
Sư khác nhau giữa hai kiểu suy luận này hếi sức lớn và muốn rnầu muôn 
vẻ. Suy luận chứng mình là suy luận đáng tin cây không chối cải được và 
dứt khoái, Suy luận có H là suy luận còn bấp bệnh, phải tranh cải và có điều 
kiện, Suy luận chứng mình thâm nhập các khoa học với cùng mức độ như 
toản học, xong tự nỗ (cũng như tự bản thân toán học) không có khả nàng 
cung cấp những hiểu biết cân bản mới về thế giới xung quanh ta. Mọi cái 
mới mà chúng ta hiểu biết được về thế giới đếu có liên hệ với các suy luận 
có lí là suy luận duy nhất mà ta quan tâm trong công viếc hãng ngày. Suy 
luận chứng mình có những tiêu chuẩn chất chế được ghi lại thành luật và 
được giải thích bằng logic (logic hình thức hay logic chứng mình), logic này 
là thuyết của các suy luân chứng minh, Những tiêu chuẩn của các suy luận 
CỔ Ïï rất linh động và không một lí thuyết não vẻ các suy luận như vậy lai rõ 
ràng bảng logic chứng mình và có sự nhất quản như lopic chứng mình. 

Một nhân tổ khác Hiến quan đến hai kiểu suy luận này đẳng để ta chú ý. Ai cũng 
biết rắng toán học có khả năng tuyệt diệu dạy ta cách suy luận chứng mình, 
nhưng tôi cũng khẳng định rắng trong các chương trình học tập thông thường 
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của các trưởng học không có môn học nào có khả nãng như vậy để đây chúng ta 
về cách suy luận có lí. Với tất cả những ai đang học toán, toàn Sơ cấp hoặc Luán 
cao cấp và quan tâm nấm vững môn học này, tôi muốn nói rằng: "Tất nhiên 
chúng ta sẽ học chứng mính, nhưng chúng Lá can sẽ học củ dụ đoán nữa”. 
Điều này nghe ra hơi ngược đời và tới cần nhấn mạnh một vải điểm đẻ 
tránh sư hiểu lầm có thể xảy ra. 

Toán học được coi như là một môn khoa học chứng mình, Tuy nhiền đó mới 
chỉ là một khía canh của nó. Toán học hoàn chỉnh, được trình bày dưới hình 
thức hoàn chỉnh, được xem như chứng mình thuần tuý, chỉ bao gồm các chứng 
minh. Nhưng toán học trong quá trình hình thành gợi lại mọi kiến thức khắc 
của nhân loại trong quá trình hình thành. Bạn phải dự đoán về một định lí toán 
học trước khi bạn chứng mình nó. Bạn phải dự đoán về ý của chứng 1ninh, 
trước khi tiến hành chứng minh chỉ tiết, Bạn phải đối chiếu các kết quả quan 
sát được và suy ra những điều tương tự, bạn phải thứ đi thử lại. Kết qua công 
tác sáng tạo của nhà toán học là suy luân chứng mình, là chứng mình; nhưng 
người ta tìm ra cách chứng mình nhờ suy luận có lÍ, nhờ dự đoán. Nếu việc 
dạy toán phản ánh ở mức đó nào đỏ viếc hình thành toán học như thể nào 1Ù 
trong việc giáng đạy đỏ phải dành chỗ chủ dự đoán, cho suy luận có lí: 

Như chúng tôi đã nói, có hai kiểu suy luận: suy luận chứng mình và suy 
luận có lí. Tôi nhân thấy là hai loại suy luận này không mẫu thuận nhau, 
mà trái lại bổ sung cho nhau. Trong suy luận chảt chẽ, điều chủ yếu là phần 
biệt chứng mình với dự đoán, chứng mình có cân cứ với dư đoán không cản 
cú. Trong một suy luận cố lí, điều chủ yếu là phân biết dự đoán với dư 
đoán, dư đoán hợp lí với dự đoán ít hợp lí hơn. Nếu bạn chú ý tới cả hai sự 
khác nhau đỏ, thì câ hai suy luận này có thể trở thành rõ ràng hơn. 

Một người nghiêm túc nghiên cứu toán học, định lấy toán học làm sư 
nghiệp của đời mình, phải học tập cách suy luận chứng mình, đỏ là nghề 
nghiệp của anh tr và cũng là đậc điểm nồi hật của khoa học của anh ta. luy 
nhiên. để đạt được kết quả thực sự, anh {4 củng cấn học tắn cả cách suy 
luận có lí, đó là loại suy luận rà cả hoại động sáng tạo của anh tá sẽ phụ 
thuốc vào đó. Người học toán như một món phụ hoặc chỉ vì yêu toán củng 
phái làm quen chút ít với suy luận chứng minh; cũng có thế người đó khôn 
đác biệt cần thiết phải áp dụng trực tiếp những suy luận đó, nhưng anh ta 
phải nắm được tiếu chuẩn - để có thể so sánh các kết luân có thể xảy ra - 
dược nêu ra như là các chứng rninh các kết luận anh ta thường gập HronE 
cuộc sống hiện đại. Nhưng trong mọi công việc của mình, anh ta cần những 
suy luân có lí. Trong mọi trường BƠp, người nghiên cứu toán học mong 
muốn có những đóng góp trong lĩnh vực này. dù những hứng thú sau nà» 
của anh ta thế nào đi nữa. cũng cần nhải cố găng học thông thao cá hãi lợại. 
sụy luận chứng mình và suy luận có ÍÍ. 
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3. Hồi khóng tin ràng có một phương pháp bảo đảm tuyệt đối việc học thông thao 
cách dự đoán. Trong mọi trường hựp nếu có một nhương pháp như thể đi nữa, 
thì tôi cũng chưa được biết và điều hiển nhiên là tôi không hệ có tham vọng 
trình bày phương pháp đó ở những trang sau. Ấp dụng một cách có hiểu quả 
Các suy luận có H lá một kĩ năng thực hành và kĩ năng đó cũng như mọi kĩ 
năng thực hành khác đều học được bảng con đường bắt chước và thực hành. 
Tôi dự định làm tất cá những gì tôi có thể làm được để giúp bạn đọc ham 
muốn học thông thao cách suy luận có lí, súng tẤI cả những gì tôi có thể đẻ 
nghị thì đó chỉ là những thí dụ làm mẫu và khả nâng thực hanh chủ đáo. 

Trong quyền sách này, tôi sẽ thường bàn đến những nhát mình toán học lớn và 
nho. Fồi không thể kế lại lịch sử thực sự của việc nhát mỉnh, hởi vì thực tế 
không ái biết điều đó. Tuy nhiên, tôi sẽ cố gắng tìm ra lịch sử có thể đúng của 
việc phát ranh đã có thể xảy ra. Tôi cố gắn làm nổi bật các suy nahi làm cơ 
sở phái mính, những suy diễn có lí đã dẫn tới phát mình, nói tôm lai là tất cả 
những gỉ đáng bài chước. Tất nhiên, tôi cố găng thuyết phục bạn đọc, đỏ là 
nhiệm vụ của tôi với tí cách là thầy giáo và là tác giá. Tuy vậy, TÔI sẽ hoàn 
toOẠn] trang mfc với bạn dọc tron# vận đẻ thất sự cơ bản, tôi sẽ chỉ cố tảng 
thuyết phục bạn đọc ở những chỗ mà rồi cho là đúng và cô ích. 

Sau mỗi chương đều có nêu ra các thí dụ và chủ thích. Các chú thích liên 
quan tới các vấn để quá sâu hoặc quá tế nhị đối với nói dụng của chương 
hoặc hiện quan tới các vấn dế ít nhiều ở ngoài phương hướng chủ yếu của suy 
luận. Một số bãi tập tao cho bạn đọc khả năng xét theo cách mới các chí tiết 
chỉ mới nêu ra ở trong bài. Tuy nhiên, phần lớn các bài tập tao cho bạn đọc 
khả nang rủi ra các kết luận có lí của chính mình. Trước khi bắt tav vào giải 
bài toán khá hơn ở chối chương. ban đọc cần đọc thật kĩ các phần tương ứng 
của chương cũng nÌự xem lưới qua các bài toán ở canh, phân này hoặc phần 
kia có thể chứa chiếc chia khoá. Để đăm bảo cho bạn đọc có được chiếc chìa 
khóa như thể (hoặc để giấu bạn đọc chiếc chìa khoá đói nhằm có lợi chất 
chu việc học tập, tác ghì kiếng chi chủ ý nhiều đến HỘI dung vũ Hình thức 
các Hài toàn được nêu ra, mà cá đến cách sản xến của chúng nữa. Thực tế, 
việc sp xếp các bài toán này đòi hỏi nhiều thời gian và cũng sức hơn là 
trgười 1a có thể hình dụng hoặc xem như là cần thiết, nếu nhìn một chiều. 

Đề phục vụ được tạng rái ban đọc, tôi cổ gáng mình họa mỗi vấn để quan 
trong hãng thi du ảnh ST cần CäHg tỐI. Tuy nh IÊI, tröHE Khôi vải trưởne 
hợp tôi buộc phái lãy thí du không hoàn toàn sự cấp để làm chủ kháng định 
đủ sức thuyết phục. Thực tế, tôi cảm thây răng tới phải nếu ra cá những thị 
dụ có tỉnh chất lịch sử, những thí dụ có vẻ đẹp toán học thực sự và những 
H”H dụ mình họa tính chất song hãnh của cặc phương pháp trung các rnôn 
khua học khác hặc tranh đơn SỐNE hãng Hữây. 

Cần phải HƠI thêm: là HOHE các cũu chuvên được tiêu ra. nhiều cầu chuyền có 
hữm thức dứt khoái do kết qitt thị nghiệm tâm lí không hình thức. TÔI có trao 
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đổi vấn đẻ với nhiều nhóm sinh viên khác nhau, thính thoảng lại ngừng trình 
bày và hỏi, chẳng hạn: “Nếu ở trong trường hợp đó, bạn phải làm thế nào”. 
Một vài chỗ trong bài viết đưới đây đã nhắc đến các câu trả lời của thính gia 
hoặc là tôi đã thay đổi luận điểm ban đầu do phản ứng của người nehe, 

Nói tôm lũi. tôi cố gắng dùng toàn bộ kinh nghiệm cua mình, một ñgười 
nghiên cứu, một thấy giáo, nhâm tạo cho bạn đọc mội khả năng thích hơn 
để bắt chước một cách có suy nghĩ và để độc lập công Hắc. 

Các thí dụ về các suy luận có lí được chọn trong quyển sách này có thể soi 
sang phấn nào một vẫn để đang dược tranh luận sối nói: vấn đề phương 
phấp quy nạp. Câu hỏi chính đãi ra như sau: “Có các quy tắc đối với 
phương pháp quy nạp hay không”. Một số nhà triết bọc nói "Có”, đa số 
các nhà bác học lai nghĩ “Không có”. Đề thảo luận mội cách có ích, cần đặt 
vấn để mốt cách khác. Ngoài ra, cẩn phải giải thích vấn để theo cách khác. 
phụ thuốc Ít nhất vào cách "tầm chương trích cú” có truyền hay vào chủ 
tighĩa hình thức kiểu mới, nhưng tiếp xúc chất chẽ hơn với thực tiên của 
các nhà bác học. Trước hết, ta chú ý rằng suy luận quy nạp là trường hợp 
riêne của suy luận có lí. Ta cũng nhân thấy (các tác giá hiện đại đã quên 
hắn điểu đó và vài tác giá xưa như Euler, Laplace đã thấy rõ) rảng vai trỏ 
của kết luận quy nạp trong việc nghiên cứu toán học củng giếng như vat trô 
của chúng trong việc nghiên cứu vật lỈ. Sau đó, bạn có thể quan sát và sơ 
sánh các thí du về suy luận có lí trong các vấn để toán học. Và như thẻ là 
việc phiên cứu quy nạp về phép quy nạp dược THỞ F8. 

Khí nhà sinh học định nghiên cứu một vấn dễ tổng quát nào đó, chẳng hạn 
như đi truyền học, điểu rất quan trong đối với ông lá là chọn được một đang 
đặc biết nào đó của cây trồng hoặc động vật, dạng đỏ hoàn toàn thích hợp 
với thi nghiệm của ông ta. Khí nhà hoá học dự định nghiên cứu một vấn để 
tổng quát nào đó, chẳng hạn tốc độ phản ứng hoá học. điều rất quan trong 
đối với ông ta là chọn được các chất đặc biệt não đó, thuận tiện cho việc liên 
hành các thí nghiêm thích hựp về vấn để này. Việc lựa chọn vất liều thí 
nghiệm thích hợp thật hết sức quan trong đối với việc nghiên cứu qHY ñäP 
bát kì một vấn để øì. Tôi cảm thấy có lễ toán học về phường điện nào đó 
chính là vật Hiệu thí nghiệm thích hợp nhất để nghiên cứu suy luận QUY DẠP- 
Việc nghiên cứu này yếu cấu có một vài thí nghiêm tâm lí. Bạn hãy dùng 
kinh nghiệm thứ lại xem các loại kết luận khác nhau có ảnh hướng như thể 
nào đến niềm tin của bạn về phì thuyết đang được xét, Do các đối tượng toàn 
học thường đơn giản và rõ ràng, nên chúng thích hợp nhất đối với loại thí 
nghiêm tâm lí này so với các đối tượng của bất kì mốt ngành nào khác. 
Trong những trang sau, bạn đọc sẽ hoàn toàn có thể thây rõ điều đỏ. 

Về quan điểm triết học, tôi nghi rằng đăng lẽ xét một trường hợp riêng cua 
suy luân quy HạpP. ta xét quan niệm tổng quát hơn về suy luận có lÍ thì tốt 
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ch 


hơn. Tôi cho rằng các thí dụ trong quyển sách này đần đấn chuẩn bị cho 
một quan điểm xác định và hoàn toàn thoả đáng của suy luận có lí. Tuy 
nhiên, tái không bài bạn đọc phải thừa nhận quan điểm của tôi. THực tế, tôi 
không phát biểu các quan điểm đó trong quyển 1, tôi muốn rằng các thí dụ 
tư nộ nói ra. Bốn chương đầu của quyền lÏ sẽ dành cho việc nghiên cứu 
tống quát, rũ rằng hơn về suy luận có lí, Ở đây, tôi thiết lân mót cách sự đồ 
hoá các suy diễn có lí, nay sinh từ các thí du được nêu, lôi cũ găng hệ 
thông hoá các sơ đỏ nãy và điểm lại một số trang các quan hệ tương hỗ của 
chúng với nhau và quan hệ của chúng với các khái tiệm về xắc suất. 

Tác phẩm này là phản tiếp theo quyển Giải một bài toán như thể nào” 
(NXBRGD, 2008} trước đây của tôi. Bạn đọc quan tâm tới vấn đề nên đọc cả 
hai quyền. sung Hát tư khóng quan trong làm. Các bài trong quyển này được 
Câu tạo sau cho có thể doc nó mà khón 8 phụ thuộc vào quyến Hước. Trên 
thực tế, trong quyến vách này chỉ có một vài chỉ dẫn trực tiếp Hiện quan đến 
quyền sách trước và trong khi dọc lắn đầu có thẻ không chủ ý đến cũng được. 
Tuy vậy, các chỉ dẫn gián tiếp về quyền sách trước hấu như đều có trong 
tỏi trang và hấu nhứ Ir0ng thỏi cầu của mội số trang ở quyền sách này, 
Thực tế, quyền sách này có nhiều bài lập và một số mình họa quan trọng 
hơn mã quyển sách trước, do khuôn khổ và đặc tính sơ cấp của nó, chưa cö. 
Nhiều phần của quyền sách này đã được Irình bảy trong cúc bài Eiäng của 
(0i, một số phần đã được trình bày vài lấn. Tron 8 một số phần và về một vài 
phương diện Lôi giữ nguyên giọng văn nói. Tỏi không nghĩ rằng nói chung 
nén dùng giong vận ấy trong các Lài liệu tn về toán học, ñnhưït trong trường 
hợp này, điều đỏ có thế thích hợp hoặc ít ra có thể tha thứ được. 


Việc ấp dụng một cách hiệu quả các suy luận có lí đóng vai trỏ rất tan 
T9NE trong việc giải toán. Quyển sách này cố gắng mình hoa vai trò dó 
bảng nhiều thí dụ, nhưng nhiều khia cạnh khác của việt điải loán, đòi hỏi 
sự minh hoa tương tư, vẫn còn tổn tại, 

'hiều vấn để nói đến ở đây cần dược tiếp Iục hoàn thiện. Bạn đọc nên đối 
chiếu các quan điểm của tôi về suy luận có lí với quan điểm của các tác Biả 
khác, nên xét các thí du có tính chất lịch sư một cách tỉ mỉ hơn, cũng nén 
nghiên cứu trong phạm vị có thể các quan điểm về phải mình và Eiáảng day 
bằng các phương pháp tâm lí học thục nghiệm,... Còn nhiều vấn để như vậy 
nhưng một vài vấn để có thể là không có tác dụng. 

Quyển sách này không phải là sách giáo khoa. Song, tôi hí vonp rằng, với 
thời gian, quyển sách sẽ có ảnh hưởng đến việc trình bày thông thưởng của 
sách giáo khoa và việc lựa chọn Phạm vị các vấn để. Văn để viết lại sách 
g1ao khoa thông thường theo hướng vạch ra, không phái là Phí công, 


(reorge Polvda 
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PHÉP QUY NAP 


1. Kinh nghiệm và quan niệm 


Kinh nghiệm đưa đến sự thay đổi quan niệm của con người. Chúng ta học 
tập xuất phát từ kinh nghiệm, hay nói đúng hơn là chúng ta phải học tấp từ kinh 
nghiệm. Sử dụng kinh nghiệm một cách hiệu quả nhất, đó là một trong những 
nhiễm vụ to lớn của con người, còn lao động để giái quyết nhiệm vụ đồ là chức 
nắng chãn chính của các nhà bác học. 

Nhà bác học, đúng với danh hiệu đó, cổ gáng rút ra quan niệm đúng dân 
nhất từ kinh nghiệm đã biết và thu thập những kinh nghiệm thích hợp nhất để 
xây dưng nên quan niệm đúng vẻ một vấn để đặt ra. Phương pháp nhờ đó nhà 
bác học xử lí với kinh nghiễm thường poi Tà nhé? guy nạp. Trong mục sau đây 
chúng ta sẽ nghiên cứu một thí dụ đơn giản. 


2. Sự tiếp xúc gợi ý 


Phép quy nạp thường bắt đầu bằng sự quan sát. Nhà khoa học tư nhiên có 
thể quan sắt cuộc sống của loài chim, nhà tình thể học quan sắt hình dạng các 
tỉnh thế. Nhà toán học, quan tâm đến lí thuyết số, quan sát tính chất các số 
ký, 2v 4: Ốc 

Nếu bạn muốn quan sắt cuộc sống của loài chím để có thể đạt được những 
kết quả lí thú, thì trong một chừng mực nào đó, bạn phái hiểu biết vẻ chím, nhài 
thích và thâm chí phải yêu loài chỉm nữa. Cũng như vậy. nếu bạn muốn quan sát 
những con số thì bạn phải thích thú với chúng và trong môi mức độ nào đó, phái 
hiểu hiết chúng. Bạn phải hiết phân biệt số chấn và số lẻ, phải biết các số chính 
phương 1, 4, 0, 1ó, 25.... và các số nguyên tổ 3,3,5, 7, J1, 13, 17,27, 29.. (tối 
nhất là xem ! như là "đơn vị” và không góp nó vào các số nguyên tổ); ngày cá 
với những kiến thức đơn giản bạn cũng có thể nhân thấy một cái gì thủ vị, 

Ngấu nhiên. bạn găn các hệ thúc: 

3# 2< J0; 3+l/ = ¿0 I3+t17=<30 
và bạn nhân thây giữa chúng có một vải chỗ giống nhau. Bạn có ngày ý nehi là 
những số 3. 7, 13 và 17 là những sở nguyẻn tổ lẻ. Tổng của hai số nguyên tổ lẻ 
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Bước tiếp theo là khái guát hoá. Từ bến số 3, ?, L3 và 17, chúng ta chuyện 
sang toàn bộ những nguyên tố lẻ; từ LŨ, 20 và 30 = sang taàn bỏ những số chẳn 
và sau đó đến hệ thức tổng quái có thể có: 

Số chắn = số nguyên tố + số nguyễn tố. 

Như vậy là chúng ta đã phát biểu chính xác ruột điều khẳng định tổng quất. 
Tuy nhiên, đó chỉ mới là giả thuyết, chỉ mới là điều “kháng định thủ”, diều đó 
có niphiu là điều khẳng định chưa được chứng mình thì không thể coi là chân Hí. 
nà chỉ mới là cế máng tiến tới chân lí. 

Iuy nhiên, giá thuyết đó có một vài điểm Hiếp xúc gơi ý, tiếp xúc với kinh 
nghiệm, với các "sự kiện”, với "thực tế”, Giả thuyết đó đúng với những sở cụ 
thể 10, 2Ú, 30 và cả với 6B, 8, 12, lẻ, 16. 

Chúng ta đã mỡ tả trong những nét tổng quất giải đoạn đâu của quá trình 
đqựv rap bằng những nhận xét đó. 


sÃ Sư tiếp xúc củng Gỗ 


Bạn không được quá tin vào bất KỈ một giả thuyết chưa dược chứng munh 
nào, này cả những giá thuyết do những người có ny tín lớn đưa ra, cả những 
giá thuyết do chính bạn nêu ra. Ban phái có gắng chứng mình hay bác bỏ nó, 
bạn phải thị nế. 

Chúng ta hãy thủ giả thuyết của Gioldbach, nghĩa là nghiên cứu mỗt số 
chân nảo đô vũ xét xem né có phải là tặng của hai số nguyên tổ TẺ hay không ° 
Chẳng han, nghiên cứu số 60, Hãy thực hiện môi phép “tựa thí nghiệm”, theo 
cách nói của Euler. Số chẩn 6D có phải là tổng của hai sở nguyên Lô lẻ không ? 
Đúng chăng là 6Ö = 5 + một số nguyên tổ? Cầu trả lời là không: 55 không nhài 
lì số nguyên tô. Nếu cứ như thế mãi thì Lá sẽ không 1in giá thuyết là đúng. 

Song, phép thử Hếp theo cho: 

6Ù =7 +53 
và 53 là số nguyên tố. Thế là giá thuyết được xác nhận thêm trong môi (RƯỜNG 
hớpHữan, — 

Kết quá ngược lại sẽ quyết định số phần cuối cũng của giá thuyết Goldbach. 
Nếu thữ với tất cả những số nguyên tố nhỏ hơn số chân đã cho, chẳng hạn 60, 
mã vẫn không phân tích được sẽ chắn đó thành tổng hai số nguyễn tổ, th Ất là 
bun sẽ nghỉ ngỡ giá thuyết Xác nhận gi thuyết trong trường hợp số 6, bạn 
vẫn chưa đi đến kết luần đứt khoái. T1 nhiền là ban không chứng mình định HÍ 
bảng một sự xác nhân duy nhất: Song, bạn sẽ xem SỰ xác nhân đồ như là môi 
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đâu hiệu thuận lợi, ủng hộ pra thuyết, lâm cho nó có lí hơn, Còn việc cới đấu 
Hiệu thân lợi đó có trọng lượng tới mức não thì đi nhiên là việc riêng của bạn. 
Hãy trở lại rốt chút với số 60. Sau khi đã thử các số nguyên tổ 3, 3, 7, 
chúng ta cô thể thử tiếp những nguyên tổ còn lại cho tới 30 (rõ ràng là không 
cần thiết phải tiếp tục quả 30 = 60 / 2 vì trong hai số nguyên tổ, mà tổng bằng 
0Ù, mội số phải bé hơn 30), Băng cách thứ, chúng ta có được tất cả các cách 
phân tích 6Ö thành tổng của hai số nguyên tổ: 
hÙ= 7+3 <=13+47-=171+43-101+41<2713+727s79 +51. 
Chúng ta có thể tiến hành một cách có hệ thống và nghiên cứu từ số chắn 
này đén số chân khác như đã làm với số 60. Kết quả có thể viết rong bảng sau: 
B0=3+3 
R=l1d+35 
tl =3+ 7? =ñs+ 5 
+ 


I2=5+ 


r“ 


N 
Í 


3#l11#=7+7 
3#] 
là 3+ l3=7#+# II 
20=3+17se7x+ l3 
J6 10<3417# 114 H 
=7+17=llI+MHl1 

2= 3+23=7+19-<114+13 

¿a œ4 37 
4Ú =7+23=11+198< 134? 
Li thuyết được xắc nhận trang triọi Hường hợp đã xét ở đây, Mỗi sự xắc 

nhận kế tiếp trong bảng này nhấn manh giả thuyết, làm cho nó đáng tin cây 


hơn, có lí hơn, Tất nhiên là không phải sư xác nhận đó được chứng mình với 
bất cử số nào. 


= 
lị 
§ c3 
_ 
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li 
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Chúng ta cần nghiên cứu các quan sát, so sánh đối chiếu chúng và từ đó rủi 
ra cải chia khoá hiện nay chưa thể hiện rỏ rằng. Trong trường hợp ở đây thì rất 
khủ phái hiện ra từ bảng trên chiếc chia khoá có thể tiếp đỡ chúng ta thực sự, 
Tuy vậ», nhĩn bảng cũng có thể nắm được ý nghĩa của giả thuyết. Bàng cho ta 
thấy có bao nhiều cách biểu điển một số chấn xếp trong hàng đó ~ thành tũng 
của hai số nguyên tổ (với số 6, có niỏi Cách, với số 3Ú, có bà cách). Sb cúc cách 
ở 
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hiểu diễn đó của một số chấn 2w hình như là “tăng không dều” cùng với ø. Chả 
thuyết của Goldbach phản ánh niềm hị vong ràng số các cách biểu diễn sẽ 
không bao giờ tụt xuống số Ú dù chúng 1a có mở rộng bảng đến đâu, 

Những trường hợp riêng mà chúng ta đã nghiên cứu có thể chia thành hai 
nhóm, một nhóm trước khí phát biểu giả thuyết và môi nhóm sau khi phát biểu 
giá thuyết. Nhóm đầu dẫn đến giả thuyết, nhóm sau củng cố giá thuyết. Mọi 
trưởng hợp = của cá hai nhóm - đếu tạo nên một loại tiếp xúc giữa tíiủ thuyết và 
"sự kiện”, Bảng trên không phân biết những điểm tiếp xúc “gợi ý” và "cùng cổ”. 

Hãy giờ hãy nhìn lại lập luận trên đây và cố gắng phi nhớ những nét điển 
hình đối với quá trình quy nạp. Một khi giả thuyết đã được phải biểu, chúng ta sẽ 
cổ gắng tìm hiểu xem nó đúng hay sai. Giả thuyết có tính chất tổng quất của 
chúng tủ nảy sinh từ một số thí dụ riêng biết mà nó được nghiệm đúng. Và chúng 
ta côn nghiên cứu thêm một số trường hợp đặc biệt khác. Vì giá thuyết đó đúng 
với moi thí du đã được xét, nên niềm tín của chúng ta càng được tâng cường. 

Theo tôi, chúng ta mới chỉ làm những điều nà những người có lí trí thường 
làm. Và như vậy là chúng ta đã công nhận một nguyên tắc: Một khẳng định 
tổng quát có tính chất giá định trở nên có lỉ hơn HẾNH HÓ tực xát: nHÀH thêm 
trong một trường hơn đặc biết khúc. 


Phải chãng nguyên tắc đó là cơ sở của quá trinh quy nạp? 


4. Phương pháp quy nạp 


Trong cuộc sống có người thường bám chải vào áo tưởng, nói một cách: 
thác ho không dám nghiên cứu những khái niêm đẻ dàng bị kinh nghiệm bác 
bó, vì họ ngại tỉnh thần mất cân băng. 

Trong khoa học, chúng ta cần mốt phương pháp khác hắn, đồ là phương 
pháp quy nạp. Phương pháp này có mục đích làm cho quan niệm của chúng tú 
gắn với kinh nghiệm ở mức độ có thể được. Nó đói hỏi sự tra thích nhất định: 
đối với cái gì thực tế tốn tại. Nó đòi hỏi chúng ta sẵn sàng từ sự khái quát rộng 
lớn nhất trở về với những quan sát cụ thể nhất Nó đỏi hỏi ta nói “có thế” và 
"có khả năng" với hàng nghìn mức độ khác nhau. Nó đói hỏi nhiều điều khác 
và đặc biết là ba điều sau đây: 

Mót !à, chủng ta phải sẵn sàng duyệt lại bất kì quan niệm não của chúng la. 

Hai là, chúng 1a phải thay đổi quan niệm khi có H do xác đáng. 

Bu tà, chúng tạ không được thay đổi quan niệm một cách tuy tiện, không 
có cơ sở đầy đủ. 
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Những nguyên túc ấy tưởng như tầm thường nhưng nhải có những đức tính 
khác thường mới theo được. Nguyên tác thứ nhất đổi hỏi ` sư đũng cảm của trí 
tHể”. Bạn phải dúng cảm xem xét lại quan mềm của hạn, Cialilei (Galile), người 
đa bác bỏ những thành kiến cũ của những người đương thời và uy tín của 
Aristote, là một tầm gương vĩ đại vẻ sự đũng cảm của trí tuệ, Nguyên tắc thú hai 
đời hỏi “sự trung thực của trí tuệ”. Khư khư bảo vệ giả thuyết, rõ ràng là bí kinh 
nghiệm bác bỏ, chỉ vì đỏ là Hi thuyết của tôi, như vậy là không trung thực. 

Nguyện lắc thứ ba đôi hỏi "tính nhắn nại sảng suốt”. Thay đổi quan niêm 
mủ không có sứ nghiên cứu nghiệm chính, chẳng hạn chí vì chạy theo “miốt”, là 
tội điều ngu xuân. Song, chúng ta không có thì giờ và không đủ sức để nghiên 
cứu một cách nghiêm túc mọi quan niệm của chúng ta, VÌ vậy, phải sáng suốt 
dành công việc hãng ngày, dành những thắc mắc, những nỗi hoài nghi nóng hồi 
của chúng ta cho những quan niệm mà chúng ta hì vọng có thể sửa được. Sự 
dũng cảm của trí tuệ, lòng trung thực và tính kiên trì sảng suốt là phảm chất 
cao quý của nhà bác học, 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH 
VỀ CHƯƠNG I 
Ì,. Đự đoàn xem những xố hạng của dãy xổ xau được chọn theo quy tắc nàa? 
H1: 8y 81,60]: 41,401, 1ã1.,... 
¿,. Xz/ hung 


Ị = +] 
¿+ 3~>~4 =l #ñ 
535 :hÖö+ 7+R+6 = 8 27 


II+ll+l2+ lầ+ lá+ 15+ lõ=27 + 64 
Dự đodn xem thí (âu đó tho đúng quy luật chung nào? Biểu diễn biẳng kí 
lHệu tuần học vũ cRữNg mình, 
%,.. ÄLI giả f1 HE cậu tng liên HIẾN: 
by +3: E+3+fy L+3a4 S4 7T, 
có theo quy tắc đơn giản nào không? 
4. ÄXếr gui Ir! của cúc tổng liên tên: 
lý +: Í|+BE+27: I+R+27+64... 


Có tha quy trâu đơn diần nào không? 
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“¿ 


Ba cụnh của một tam giác có chiếu đại trương ứng là Ì, m và nị T. mụn là 
những xổ nguyên chương, | Xm <n, Với một xổ " cho trước cá hao hiền 
tưm giác khác nhau? (lấy n = 1, 3, 3, 4, 5...). Từm quy luật Chung biểu diễn 
xả tam giác theo H 
Bu xố hạng đứu của một dãy là 5, 15, 25... (xổ tắn từng bởi 5] chỉa hết 
cho Ã. Những cỡ hạng tiến theo có chía hết chủ 3 kháng? 
Hư số hang đầu của một dãy là 3, 13, 33.... (vớ tân cùng bởi 3) là nhàng xổ 
nguyên tô. Những xế lạng tiếp theo cá phải là số nguyên tổ không” 
Nhờ cắt phép tính hình thức, chúng ta tầm thây: 

| 3n CS : 5 — 

(1+1lx+2!x 2594 +(51 +61 4:44 7= 

4 No eo 
=1[~=x<x 3z ~ lát -1)-46H1 —i 

Từ đã xuat tiện hủi gia bế ué các hệ xổ tiếp theo của chuối luỹ thửa ở 


uẽ phi: lJ Tất tử các hệ số đó đều đm. 2] Tắt cả các hệ vố đã đếu là xố 
nguyên rổ. Các giả thuyết đá có đáng tìn cây nhự nhan không? 


Äi : 
ca. (ÚC ủ ức sổ .. 


È 2l 





"la? 


SE i * X- 
Địt LỆ Ea uàc 
L I 2 


€Hing tạ tìm thấy rằng: 
"n=Ũ | 2 6 4 § §  - 8 ọ 
Ä„#=Ì | | ¿14 I4 38 216 600 6240 
Húy nhát biếu thành mắt gi thuyết. 
Nhà tuần học Pháp vĩ đại Fermat (Phecma) đã xét dãy xở 

5; 1: 0220 0c.á 


tới sở hạng tông quát 2”” + 1. Ông nhận thấy rằng bẩn xố hạng đầu tiền - 
đa viết ra ở trên - tương ứng với n= 1, 2, 3 và 4, là những xố IgHYÊH tổ 
Ông gùi đình rằng nhiềng số tiếp theo cũng là những xở nguyễn tả. Tuy 
không chứng mình được, ông vẫn tin rắng gia thuyết của mình là đụng và 
đã thúch Valix và các nhà toán học Anh chứng TnÀ giả tà đó. Nhưng 
Euler đã tìm thấy rằng ngày số hạng tiến theo hay j ứng với m" = 5 khúng 
phải là sở nguyên tổ (chúa hết cho 614). Euler viết: "Chúng tạ đd thấy mội 
trường hợp mà phỏp quy nạp giản dơm dân đến sai lâm”, 

Ki3n trư giả thuyết của ŒGoldbach đái với 2n = 6U, chúng ta Lăn lượt thủ với 
những sở nguyên tổ n đến n = 3U. Những củng có thể thử tới những xế 
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II 


12. 


LB 


8 


guvền tô m giấu n < 30 và 7n < 6Ö. ĐỐI với những xô ú lớn thì cách nàa 

nhanh và thuận lợi hơn 7 

Lrơng 1W điển, Bạn thuív trang những lài giải thích tỀ tác Hừ "QHv nạp", ”Nù 

nghiệm” và “quan xát” HHững cầu nh sau: 

“Quw nại lạ THỊ PU QHy luật chướng tế nhưng trường hơn riêng hạyv trừnh bày 
tHhHỜ XI Kiện đệ Chứng mình một điểu khẳng dịnh chung”. 

"T hỉ nghiệm là biện phản đề kiểm tra giả thuyếT". 

“Quan xất là theo đổi kĩ và ghỉ lại những hiển tương Chữ HẲÌnH thức mũ các 

tiến Hường thả thể HIệN trang thiên nhiên, vé một nguyên nhán, kết qua hoặc 

mỖI liệu hệ giữa thủng”, 

Nhữg cầu trên Cô áp (H6 được cha những thí chủ của chúng tạ ở $2 và 3 

thông” 

Cá ta khúng 

Như toán hạt cũng nhí nhà khoa học tự nhiền, khí kiểm tra vác hệ qua 
cu. một tĩnh luật chung dữ được nêu lên (la quan sát đã (thất cửu hoi xgu 

thầy với Thiên nhiên: “Tôi cảm thấy đình luật nàu đúng. Nhưng nỗ có đứa # 
Hay không”. Nếu hệ gHử rõ ràng bị bác bố, thì định luật ấy không thể 
thìng. Nét hệ qud rõ ràng được xúc HhHằH TÌ có thêm một sô thựừng cở 

Chưng ta rắng dinh luật có thể đúng. Thiên Hhiên cô thể trư lời "cát hoặc 
l§ #4 : #. „ ¡8Ÿ !...# 7m ị xế #e #& ũ gt Ề ” k *. 
không Hằng tưng KÈM Hỗ Trd lÚI tham FHEM {4+1 l HH nở lại lr7n Hữne nói 

lên mội cách khác. Củu tr li "cá" thị có điểu kiện, tên củu má lời 
Không” thí dứt khuản, 


Kinh nghiệm ta hành đảng 


Kinh nghiệm tay đổi lành dạng đồng thời thay đổi (11 HIỆN UHG tủ® 
ngwŒI. Hui sự tiệc đó thư rư kh đHđg thui đóc lận với mưu. thành động 
thường là KÉt giá tU NHANH niệm tà gian HIệm ld củ “HH ” của hình (ng, 
Ty HIHÊH bạn Chủ Có the nhìn thủy hành động Củu một con HUƯỜI khát, chứ 
không thể nào Hin thấy (W(f HỆ của họ. Hành động dễ quan xát hàm là 
gHaH (HÈM. Một người tiểu biết tậu tục nạữ: “Trẻ bị bảng xơ hãa". Củu fMC 
Iryư đủ nhan dnh dùng điều viữu mãi trên: kùnh n qhiệm li thay đổi hành 
dòng Của CÔN HĐMØI. 

Jung. Kinh nghiệm lâm thay dối củ hành đân g của loài tật. 

Cuin Chỗ tôi có mật con chó dữ, nà sửa và thấy ai là tông đến, Nhưng túi 
dự nhút hiển ra rằng có thể tự bảa vệ để dàng: nếu tôi cúi vNớj 8 Vũ lảm bỏ 
nhật một hòn dd IÀịI còn chả chạy lồng lên, Không phải can Chú núa cũng 
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và 30. Nhưững số nà KH An, : lánh ông. P 
tự 6D LCÑHĐ ha h phỏ: những xố đỦ HẾI ÔnE: 
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KHÁI QUÁT HOÁ, ĐẶC BIỆT HOÁ 
VÀ TƯƠNG TỰ 


1, Khái quát hoá, đặc biệt hoá, tưởng tự và quy nạp 


Hãy xét . một lần nữa thí dụ vẻ suy luận quy nạp mà chúng ta đã phân tích 

khí chỉ tiết (l2, 1.4). Đầu tiên chúng ta nhận Hãy sự fương tự giữa ba hệ thức: 
1-7 = 1H, 3+ 17 =270. tá .+ t7 >5. 

Chúng tá khói guút haa, năng từ 3, 7, J3 và 17 lên LấI cả các số nguyên tế; 
và từ 1Ô, 2Ô và 3Ö lên tài cả các số chấn, sau đỏ chúng ta điếc biết hoá, trở về 
nghiên cứu những số chân khác nhau như 6, 8 hày 6U, 

Thí dụ đầu tiên đó rất đơn giản. Nó mình họa hoàn toàn đúng đần vai trộ 
của khải quát hoá. đặc biết hoá và tương tự trong suy luận qUY HẠP. Tuy nhiên, 
cắn phải nghiên cứu những mình hoa phong phú hơn, rõ răng hơn. Và trước đó, 
cắn nhái xem xét bán thần sự khái tquái ho, sư đặc biệt hoá. sư tương tư. những 
ñpuôn gốc vị đạt của nhái mình. 


2. Khái quat hoá 


Khái quát hoá là chuyển từ việc nghiên cứu môi tập hơn đối tượng m„ cho 
đến việc nghiên cứu mốt tận hơp lứn hơn, bạo gũm cả tăp hợp bạn đâu. Chẳng 
hạn, chúng tá khái quất hoá khi chuyển từ việc nghiên cứu những tam giác sang 

việc nghiên cứu những đa giác với số cạnh tuỹ ý, Chúng ta củn# khát quái hoá 
khi chuyển từ việu nghiên cứu những hàm số lượn? giic của góc nhọn sang 
việc nghiên cứu những hàm sẽ lượng giác của mốt súc ly ý. 


Cú thể nhậu thấy rang rong 141 thí dụ trên, sự khái quái hoá đã được thưc 
hiện theo hai Hướng có tính chất khác nhau. Ở thí du đấu, trong việc chuyên !ừ tạm 
giác sang đã giác + cạnh chúng ta đã thay hãng số bởi biển số, thay số không 
đối 3 bởi số tuy ý n (chi tới hạn Bởi bất đăng thức n # 3), ở thí dụ 2, khi chuyển 
tử gúc nhon sang súc tuỳ ý da, chúng !# đã ví bỏ điều hạn chế Úˆ < da < 90”, 


Chung ta thưởng khái quát hoá bằng cách chuyển từ chế chỉ xét mỏi đối tượng, 
sang việc xét toàn thế một lớp bao tôm cả đói tượng đó. 
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'3. Đặc biệt hoá 


Đặc biệt hoá là chuyển từ việc nghiên cứu một (tập hợp đối tượng đã chú 
sang việc nghiên cứu một tấp hợp nhỏ hơn chứa trong tập hợp đã cho. Chẳng 
han, chúng ta đặc biết hoá khi chuyển từ việc nghiên cứu đa giác sang nghiên 
cửu những đa giác đều và tiếp tục đặc biết hoá khi chuyến từ đa giác đều 7i 
cạnh sang tam giác đếu. 

Hai bước chuyển lần lượt trên đây được thực hiện theo hai phương hướng 
có tính chất khắc nhau. Trong bước chuyển thứ nhất, từ đa giác đến đa giác đéu 
chúng ta củ sự hạn chế, cụ thể là yêu cầu tất ca các cạnh và tất Cả các gốc cua 
đa giác phải bằng nhau, Trong bước chuyển thứ hai, chúng ta thay đối tượng 
n:ến thiên bâãng đổi tượnir cụ thể. thay biến số tư nhiền ø® bảng số 3. 

Chúng ta thường tiến hành đặc biệt boá khi chuyển từ cá một lớp đối tượng 
đến một đối tượng của lớp đó, Chẳng hạn, muốn kiểm tra môt mệnh đẻ phái 
biểu chung cho mọi số nguyên tổ, chúng 1a chọn một số nguyên tổ cụ thể nào 
dỏ, thí dụ L7 và xết xem mệnh đề khái quát đó đúng hay Không với số 17 ấy. 


Các khải niềm khái quát hoá và đặc biệt hoá đã rõ ràng và không có øl 
đáng nghì ngờ cả. Nhưng khi bước vào nghiên cứu sự tượa£ tự thì chúng 1a có 
một cơ sở kém vững chặc hữn., 

Tương tr là một kiểu giống nhau nào đó. Có thể nói tương tư là giöng nhau 
nhưng ở mức độ xác định hơn và ở mức đỗ dược phản ánh băng khái niêm, Tý 
vậy, chúng ta có thể điển tả chính xác hơn môi chút. Theo tôi, sự khác nhau 
cản bản giữa tương tự và những loại giống nhau khác là ở ý định của người 
đang suy nghĩ, Những đối tượng giống nhâu phù hợp với nhau trong tội quần 
hệ nào đó. Nếu bạn có ý định quy mối quan Hệ trong dó các đổi tượng phù hợp 
với nhau về những khái niệm đã định thì bạn sẽ xem những đối tượng giöng 
nhau ấy như là những đổi tượng tương tự. Và nếu bạn đạt tới những khái niềm 
rõ rằng. thì tức là bạn làm sáng tò sự tương TỰ. 

Tôi nghĩ rằng khi so sánh người phụ nữ trẻ với môi đoá hoa, nhà thơ cũng 
cảm thấy một đôi chỗ giống nhau, nhưng thông thường họ không nói đến sự 
tương tự. Thi vậy, chưa chắc họ đã có Ý định gai bỏ các xúc cảm và đưa sự sơ 
sánh đó tới một cái gì có thể đo được. hay xác định được bằng những khái niệm. 


Ở viên hảo tầng lịch sử tự nhiên, khi xem những bộ xương của các đóng vải 
có vú khác nhau, bạn có thể thấy rằng cái nào cũng khủng khiếp cả. Nhưng nếu 
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chỉ nhìn thấy tất cả sự giống nhau là ở đó, thì bạn sẽ không thấy được mnột sự 
tương tự nổi Bất. Tuy nhiên, bạn có thế nhận thấy một sự tương tư có nhiều ý 
nghữi nếu bạn nghiên cửu bàn tay con người, chân con mèo, chân trước của con 
ngựa, vầy của con cả và cảnh của con dơi. Đó là những cơ quan sử đụng rất 
khác nhau, nhưng lại được cấu tạo bằng những bỏ phận giống nhau và có mối 
quan hệ giếng nhan, 

Thí du chối cùng mình hoa một trường hơn tương tư điển hình nhất; hai hề 
là tương tự nếu Chung BÀ hợn với nhan trong các mỗi guan hệ xắc đình rễ 
Hang tHiết ng Độ phủ lương ng. 

Thí dụ, tam giác trên mật phẳng tương tự với tử diên trong không gian, 
Trên mật phẩng hai đường thẳng không thể rao nên mốt hình có giới han, còn 
bạ đường thàng thị có thể tao nên một tạm giác. Trong không gian ba mật 
phàng không thể tạo nên một vải thể có giới hạn, còn 4 mát pnhảng thì có thể 
tạo nên một tứ diện, Quan hệ của tạm giấc đối với mặt phẳng cũng y như tiuan 
hệ cua tứ điện đối với không gian, vì cá tam giác và tứ điện đều được giới hạn 
hởi số tới thiểu những vêu tố cơ bản. Sự tương tự là ở chỗ đó. 

[3inh từ “tương tự” bắt nguồn ở một từ Tiy-lạp "a-na-lô-pi-ua”. Từ này có 
một nEÌlHaä là “r1 lệ”, Thật vậy. hẽ hai số 6 và 9 tường tư với hệ hai số 1U và 15, 
v1. số giữa những số tương ứng thoá mãn hệ thức: 

Š: 1= HW;:15, 


“Hính 1 lệ” hay tÍ số giữa những bố phân tương ứng mà chúng ta có thể 
thầy tiút cách trực quan trong những hình đồng dạng của hình học, nơi ý cho tá 
(HỘI trưởn hợp về tương tư. 


Và dây là một thí dụ khác. Có thể xem tam giác và hình chúp như những 
Hình tương từ - một mặt hãy lấy một đuan thẳng và mặt khúc hãy lãy mới đa 
giác. Nổi hai điểm của đoạn thẳng với một điểm ở ngoài đướng thẳng chứa 
đoạn thắng, bạn được một tam gSIắC. Nội tất cá các điểm của đa giác với một 
điểm ở ngoài mặt phẳng của đa giác, ban được một hình chón. Cũng bằng cách 
đỏ, củ thể xem hình bình hãnh và hình lãng trụ là tương tự với nhau. Thật vãy. 
hảy di chuyển đoạn thắng bay đa giấc song song với chính nó - theo môi 
phương không sonp song với đoạn thăng hay mi phảng của đa giác, Ta sẽ 
được một hình bình hành trong trưởng hợp dấu, và rnột hình lắng trụ trong 
(rường hợp sau. 

Có thể là bạn sẽ rất muốn diễn tả mối tươn 8 quan giữa các hình phng và 
các vật thể khóng gian băng một loại "tỉ lẻ” nào đó, và nếu bạn chữa grải quvếi 
dược thị hãy xem hình 3.I, Trong hình này ý nghĩn thòng thường của vài kí 
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hiệu (: và =) đã được biển dang, theo hướng như trước đây, trong lịch sử ngôn 
ngữ, từ "tt lệ” đã biến dang thành từ "tương tự”. 


“—..... 3F xi h #s XG 
X" A % bi ˆ v 
Ề š Ễ h ‡ 5 -Ẻ: 
kụ bu # Ỷ ý X \§ 1 h Ũ 
.rub , mẻ ñ L 

; Ễ HN ẹ ị ị : Ì | 
: : bị Ä h | 
ẳ / PP MÀ HÀ NI 
% lộ NT hoc - NT tri Ị Ỉ 
j / Có 8 mi . 

F Ni: L9” * 

46i:SE0E EEEelilckotkbErlickkCSBi ft. Š j6 55315 40100010400-LANELELES-12212PLT,-CC.T” .! 8 UUNG lạ „ +. - k 


Hình ¿.1, ưu? hệ tương 1 tre nã! phẳng vớt trang khẳng 1H 


Thí dụ trên đây côn có ích ở một phương diện khác. Sự tương tư, nhãt là 
những sư tương tự chưa được giải thích đấy đủ. có thể có hai ý nghĩa. Chẳng 
hạn như khi sơ sánh hình học phẳng và hình học không gian. trước hết 1a thấy 
tam giác trên mặt phẳng tương tự với tứ diện trong không gian, và sau đó tạm 
giác tương tự với hình chóp. Cả hai đều hợp lí và mỗi cái có ý nghĩa riêng của 
nỏ. Giữa hình học pháng và hình học không gian có một sỐ điểm tương tự, chứ 
không phải chỉ có một sự tương tự duy nhất. 


tinh 5.2 chỉ rõ xuất phát từ tam giác chúng ta có thể tiến lên đa giác bằng 
khái quát hoá, trở về tam giác đếu bằng đặc biết hoá, hoặc chuyển sang những 
vật thể không gian khác nhau bằng tương tự - tương tự trong mọi khíu cạnh. 


khảiquải =7 bề 
hoa -HEN ÔNG vở 








tương Iự 





# :Á 
đặc biệt / 7 ^X 
HH 


Hình 3.3. Khúi quả! ho, đội liệt hai tà HN tư 


Và hãy nhớ rắne, đừng cơi thường những sự tương tự lờ mờ, nhưng muốn 
cho chúng được coi trong thì cần phải giải thích rõ ràng. 
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3, Khải quát hoá, đặc biệt hoá và tương tự thường hợp tác với nhau 
trong việc piải quyết những vấn đẻ toán học, 


Có thể lây định lí Pvthagore (Py-ta-go)}, một định lí nổi tiếng của tuán học 
sơ cấp làm thí dụ. Phép chứng mình mà chúng tôi trình bày ở đây không phải là 
mới, mi chính là phép chứng mình của EucHde (OcÌH). 

1) XÉI tam tliác vuông có cạnh œ¿. ở, c¡ ư là cạnh huyền. Chúng ta muốn 
chứng mình rắng: 

MU =Ẵ +ú (Á) 

Mục dịch ấv sợi ý cho tá đưng những hình vuông trên ba canh của tam 
giác. Và như vây, chúng ta tiến tới lâm quen với nhấn I của hình 2.3 (Ban đọc 
hãy đánh dẫu những phần của hình vẽ này, nó xuất hiên đến đâu đănh dấu đến 
đấy, dẽ hiểu rẻ né đã được nảy sinh như thế nào). 








tương lự 





Hình 3.3 


~) Các phát mình, ngay cá những phát mình rất đơn giản, cũng đối hỏi phải 
nhân thức được một cát gì đó, hiểu rõ được một mối liên Hệ nào đỏ. Chúng ta 
có thê Iìm ra cách chứng mính - chứng mỉnh này sẽ được trÌnH bảy ở dưới - nếu 
chúng ta nhân thấy sự tương từ piữa phần I đã quen thuộc của hình 2.3 và phân 
lí chưa chắc đã kém quen thuộc hơn: II cũng chính lũ tam Blác vướng trong Í 
được tách thành hai bởi đường cao ứn 8 VỚI cạnh huyển. - 

3) Có thế bạn không Thấy được sự tướng Tự giúa Ï và H. Có thẻ làm sảng tö 
sự tương tự đó bang cách khái quát hoá đồng thời các hình 1 và HH. thể hiện ở 
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hình H1. Ở đấy. chúng ta vẫn có tam giác vuông đã cho và trên ba canh của nó 
ta dựng ba đa giác tuỳ ý đồng đang với nhấu. 

4) Diện tích hình vuông đựng trên canh huyền ở hình 1 bằng œ”. Diện tích 
của da giác không đều đựng trên cánh huyền ở hình [HH có thể đất là Xu^, thừa 
số 3 là tỉ số của hai điện tích nói trên. Trong hình LH, ba đa giác dựng trên bá 
cũnh d, b, © của tam giác vuông là đồng dang với nhau, Từ đỏ suy ra diện tích 
của chúng theo thứ tư bằng liệt AB AC”: 


Bay giờ, nếu phương trình (A) đúng (thco yêu cầu của định lí cắn chứng 
mình) thì phương trình sau đây cũng đúng: 


kử XP sẦu : (Eì 


Thất vậy, chỉ cần sử dụng chút ít đại số là có thể từ (A) suy ra (BỊ. Hãy giữ 
() là khái quát hoá của định lí Pythagorc nêu bạn đầu: Nếu trên bạ canh của 
một Tam giác vướng Tạ dựng ba dự giác đồng chang thì diện tích cua đu gi‹h 
dương trên tụnh huyền bằng tổng chón tích của hai đa giớt kiúu 

Cần chú ý rằng trường hợp tông quát này 0n đương với trường hợp riêng 
xuất phát. Thât vẫy, tử đắng thức (A) có thế suy ra (B) và ngược lại, báng cách 
nhân hay chí với A (Ã khác Ö vì là tí số hai diện tích). 

5} Định lí tổng quát thể hiện ở đẳng thức (H) không những chỉ tương đương 
với trường hợp riêng (A) mà tương đương với mọi trường hợp riêng khác. lo 
đó, nếu môi trường hợp riêng nào đó đã dược chứng mình, thì trường hợp tổng 
quát cũng được chứng núnH. 

Vày chỉ cần tìm một trường hợp riêng nào đồ thuận lợi nhất chủ việc chứng 
minh. Có thể chọn trường hợp của hình II, Thật vậy, tam giác vuônE dựng trên 
cảnh huyển của nỗ rõ ràng là đồng dạng với hai tam giác vuông Kia, đựng trên 
hai cạnh góc vuông của tưn giác vuông đã cho. Tất nhiền là diện tích của ca 
tam giác bằng tổng diện tích hai phần của nó. Như vậy là định lí Pythagore đã 
được chứng mình. 

Suy luận trên đây hết sức có ích. Môi trường hợp sẽ được gọi là có ích tru 
tà có thể rút ra những bài học áp dụng được cho những trường hợp khác, và no 
càng có Ích nếu phạm v1 ấp dụng cảng rộng. Trong thí du trên đây, chúng tá có 
thể học tập được những thao tác tư duy cø bản như khái quát hoá, đặc biệt hoá 
vã nhân thức về tương tự. Có thể là sẽ không có miột phát mình nào tronE tuán 
học sự cân cũng như cao cấp, thậm chí trong bát cứ lĩnh vực nào, nếu tạ không 
dùng những thao tấc tư duy đỏ: đặc biệt là nếu không dùng phép tương tụ. 
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Thí du trên dây chỉ rõ rằng Lữ một trường hợp riêng [trường hợp của hình 1), 
bảng khái quất hoá có thể tiến lên môi tình Huống tổng quát hơn (hình LH) và từ 
đó, bàng đặc biết họa, ta lại trở về mới trường hơn tương tự (như hình TỈ). Thí 
dụ đó còn chứng lò rắng một trường hợp Lổng quát cô thể tương đương về mãi 
IGEI1C với trôi trường hợn đặc biết, Sự việc đó rất bình thường trong toán học 
nhựng không kém phán lí thú đối với người mới học cúng như đối với những 
nhà triệt học thông thái. Thí dụ ấy cũng chứng tô một cách rất dơn giản nhưng 
rũ ràng ràng các phép khái quái hoá, đạc biệt hoá và tương tự kết hợp một cách 
tự nhiẻn trong khi cố găng tìm kiếm lời giải của bài toán, 

Cũng cần chú ý rằng: muốn hiểu đầy dù những lập luận trên đây, chỉ cần 
rất ít những kiến thức sơ hộ. 


. Phát minh bằng tương tự 


Phép tương tự có lẽ là có mái trong mọi phát minh, và trong một số phải 
mình nó chiếm vai trỏ quan trọng hơn cả. Tôi muốn mình Hoa điễu đó bảng 
mỏt thí dụ, không hoàn toàn sơ cấp. nhưng lí thú về mặt lịch sử và gảy được 
mỐt ần tượng mạnh mẽ hơn bất cứ môi thí dụ sơ cấp nào mà tối hiết. 


Jacob Bernoulli ([acôpn Becnuli), nhà toán hoc Thụy 5ï (1654 - 17051, người 
củng thời với Newton (Nhitơn] và Leibniz (Lepnni), đã nhát mình ra lống cua 
nhiều chuối võ hạn; nhưng ông không tìm được tổng của các chuỗi nghịch đảo 
của các bình phương: 

] Vàng Ị Ị 
CS 4c sự CS # — + TC le de.. 
 W- lÐ 25 j6 40 

Bernoulli viết: "Chợ đến Hay, tôi đã cổ gắng nhiều nhưng vẫn không tìm ra. 
ÀI tìm dược và cho biết thì tôi xin cảm ơn vô CN”, 

Một nhà toán học Thuy 5ï khác đã chú ÿ tới bài toán đó. Đó là Leonhard 
Euler (Ole, I707-127831. Cùng như lacob, ông sinh ở Baden và là học trò của 
Johann Bernoulli (lahan Becnuli. l667-I74M), em trai của lacob, Ông thấy 
nhiều biểu thức khác nhau của tổng cẩn tìm (những tích phân định han, những 
chuôi khác), nhưng khỏng biểu thức nào làm ông vừa lỏng. Ông dùng môi 
trong những biểu thức đó để tính tổng trên chính xác đến 7 chữ số (1,644834). 
Nhưng đó chỉ là giá trị pẩn đúng. mã mục đích của ông là tĩm piá trị đúng. 
Cuối cùng, ông đã Iìm ra piá trị đó. Bảng tương tư ông đã đi đến môt giả thuyết 
CC Kì táo bao. 

l) Hãy hắt đầu bảng cách điểm qua môi vải sự kiện đại số sơ cấp có vai tr 
quan Hạng trong niưát mình của Euler, Nếu phương trình bắc m: 
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: _8 Ụ _ 
dụ #014 *+dsV” #®..®u„ =Ð 


L 


có + nighiẻm phần BbIẾt ¿ị, đạ,..,,. d„ thị đa thức ở vẽ trái của phương trình có thể 
hiểu điển thành tích của ứ thừa số hắc nhất: 
dụ + 1Á tdai +... ®d„yŸ” S0, = đJ)G0 = 6)... — dạ} 

so sánh những số hang cùng bắc đổi với + ở hai về của động nhất thức ấy, 
tặ 7H{ được những hệ thúc đã biết giữa các nghiệm và các hệ số của phương 
trình. Hé thức đơn gián nhất là: 

du ==ú,Ê0y +dạy +... + ưu) 

r] 


nịÌ 
tìm: được bảng cách so sánh những sở hang chứa 1” 

Việc phân tích thành những thừa số bậc nhất có thể làm théo cách khác, 
Nẻi các nghiêm ơ;, ứ;¿..... ơ, đếu khác Ú, hay (cũng thẻ) nếu ¿¿ khác Ö, thi 


chúng ta có: 


3 Ỉ # +Í #1 ƒ ` LỆ, 
ti + (ấy.Ÿ + tin “+... nh Œ,„X” =ứữti | | mà b6 | Ị | —l-lI _ s= 


KN, tỉ 
: 1 |. Ũ 
vũ Ủị = “Hi GHI: 225nmEt:l or oaaaait 
.“n Lê Tê 


Côn có một cách khác. Giá sử phương trình bậc 2ø có đạng: 
Đụ — bụi + bạt +. + H5 V/”<0 
và có 2n nghiệm phản biới là: 
Bị, TẾ, B2. =2 lui Ba: 
Thế thị: 





: 3 Ẻ, 2 
M, 4ä 3 Ế Ñ w hị 
L Ẩđj(c »j kẽ 





2 Ẻ 


LỆ LIÊN 2 


| 1Ì 
Và HN = lu ra + —=—= +. .# xE§— L 


3) Euler xết phương trình smx = D hay 
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4) Euler đã thử phương pháp của mình cá với những thí du khác. Ông lái 
¬ 

tim thấy tổng là * đối với chuỗi của lacob Bernoulli bảng những thay đổi 
khác nhau về hình thức đối với phương pháp đầu tiên của mình. Nhờ đỏ, Euler 
cũng đã tính được tổng của một chuỗi quan trọng khác do Leibniz để ra. 

Chúng ¡a hãy xét vấn để sau cùng này. Euler làm như sau: 

Xét phương trình 1 - sinv = Ô, 

Các nghiệm của phương trình là: 

ẤN 4M. TH n ỒN, 


——- ——" me 


. 2 Ề, ¿ 2 2 


Mỗi nghiệm đó đều là nghiệm kép (tại những điểm có hoành độ ấy, đường 
cũng v = sinr không cât mà tiếp xúc với dường thăng » = 1. Đạo hàm bắc nhất 
của vẽ trái triệt liêu với những giá trị trên của +4, nhưng đạo hàm bậc hai thì 
không triệt HÊU). 


Do đó, phương trình: 








\ r = 
E=: KH s———= —— _ ~Ù 
 :đ3 12142 
cô các nghiệm 
Wý.. 3# “CC 5#“ 534 Tự 1x 
3n, ai 0 g8. â 2 N 








3 5 
ky33EG(0-1 G02) 3656216 vu eWEo vi 
ủ [Lẻ 123: 123342 
". "+ ¬ . 
ị 114 Í “/4 và li 3xTY Í 2v : 
-(._*:†(¡_*Ÿ -#Ÿ -#Ý, 
FÀ 3z Nà „ ` Tự 


clL#< = #4 — Bề 
#8. Ma Tự 

, Ì | h ] ị 

đc g SỂ SA” SR SỈ m1 BÊ CC cảm XE ¿ 

h) 3 Š 7 _. 1i 


Đó là chuỗi nồi tiếng của Leibniz. Biện pháp tảo bạo của Eulcr cùng đại 
được kết quả đã biết Euler viếu “Ở đây, phương pháp của chúng tà - mội 


Nội: 
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phương nháp hình như chưa đu vững chắc, đã được xác nhân môi cách hùng 
hẳn. VÌ vầy, nói chung không nén nghị ngờ những kết quả khác thu được bằng 
nhương pháp này”. 

5) Tuy thế, Euler vân tiếp tục nghi ngờ. Ông vẫn tiếp tục kiểm tra bảng số 
như đã nỏi ữ phần 3); nghiện cứu thêm nhiều chuối, thêm nhiều sẽ thập phân và 
trunp mới trường hợp ông đều thấy sự phù hợp. Ông thử cả với những phương 
pháp khắc. và cuối cùng không những ông đã tìm được giá trị gẩn đúng mà cả 


' : bị xÊi : = ủ 
tổng đúng —— của chuối Jacob Bernoulli. 
ũ 


Ông đã tìm được mội cách chứng mình mới. Phếp chứng minh này tuy kín 
đảo và tế nhị nhưng đã dựa trên những lỉ lẽ đơn gian hơn và đã được công nhận 
là hoàn toàn chặt chẻ. Như vậy là hệ quả đáng chú ý nhất của phát minh của 
Euler dã được hiển nhiên công nhận. Những chứng cú trên đây chắc đã lắm cho 
Euler tin rằng kết quả của ông là đúng, 


ý. Tương tự và quy nạp 


mNh: và quy nạp. & thể nhấn mạnh điều ø dI [YOTĐ cầu Chu vừa X de ra ử trên „ 

|) Bước quyết định của Euler rất táo bạo. Vẻ phương diện logic chất chẽ thủ 
rũ ràng ðne đã phạm sai lắm. Euler đã đùng một quy lắc vào một trưởng hơn mà 
quy tặc ấy chưa được xác nhân, dùng một quy tác của phương trình đại số cho 
miột phương trính không đại số. Về phương điện logic chất chẽ thì các bước di 
của Eulcr không có cơ sở xác đáng, Tuy nhiên, óng đã có cơ sở ở phén tương” tư, 
phép Lương tự với những thành tựu rực rỡ nhất của một nên khoa học đang phải 
triển; nến khoa học mã vải năm sau chính ông đã gọi là ” miải tích của vô han” 
Những nhà toãn học khác, trước Euler, đã chuyển từ hiệu hữu han đên hiểu vỏ 
cùng bé. từ tổng của một số hữu han số hạng đến tổng của vô số số hạng, từ tích 
hữu hạn tới tích võ hạn, Và cũng hằng cách này, Euler đã đi từ phương trình bác 
hữu hạn (phương trinh đại số) đến phương trình bậc võ han. bằng cách ứng dụng 
vào trường hợp vỏ hạn quy tác được thiết lập cho trường hợp hữu han. 


Sự tương tự này, sư chuyến từ hữu hạn sang võ hạn này, có nhiều cam bầy. 
Euler đã tránh những cạm bấy đó như thể nào? Một số igười nói răng ông có tố 
chất thiến tài, và tất nhiên nói như vậy hoàn toàn không nhải là giải thích. 





*- Ciần 1U nầm sau phái mình đầu tiến của mình: Euler đã trở lạt văn để đó, đã trả lời những ý 
kiến phún đối, hoàn thiện thêm một bước phương nháp phải mình đầu Hân của mình và dưa 
rủ cách chứng mình mét hoàn toàn khác. 
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Euler đã có cơ sơ nghiêm túc để tn vàu phải mình của mình. Chỉ cần tỉnh Mj 
tiôt chút là chúng ta có thể hiểu rõ những cơ sở đó, không cần phải có mới sự 
sáng suốt siêu nhằm của các bắc thiên tài. 


2) Những cơ sở để Euler tin vào phát mình đó, mã ta đã trình bầy tóm tất ở 
en, không phái là những cơ sử đã được chứng mình. Euler không quay về 
ghiÊn Cứu các cơ sở củu giả thuyết của ông (biểu diễn sint dưới đang tích vô 
h¿n], của việc mạnh đạn chuyển từ hữu han sang võ hạn, mã chỉ nghiền cửu 
những hệ quả của nó. Ông xem sự xác nhận của môi hé quả Bất kỉ nào như thế 
là bảng chứng thuyết mình cho giả thuyết của mình. Ông công nhân cá những 
sự xác nhận gẩn đúng và đúng, nhưng chắc lä coi trong cái sau hơn. Ủng cũng 
tigiien cứu những hệ quả có Hiến quan chật chế với những giá thuyết tương tự 
(đặc biệt là tích ứng với [ — simvì và xem sự xấc nhân những hệ quả đó như là 
bằng chứng thuyết mình cho giá thuyết của mình. 

Các cơ sở của Euler đúng là cơ sở quy nạp, Nghiên cứu hệ quả của giả 
thuyết và đánh giá nỗ trên cơ sở của sự nghiên cứu ấy là một biên pháp quy nạp 
điển hình, Trong nghiên cứu khoa học cũng như trong cuộc sống bình thường, 
cHúng 1a Hn hay phải tn nhiều hay Ï vào phá thuyết tuy theo những hệ quả của 
nó có phù hợp với thực tiễn hay không. 

Nói tóm lại, như ta đã thấy, có lẻ Euler đã suy luận theo cách mà những 
Iuười có DÍ trí, bác học hay không phải là bác học, thướng suy luận. Có lễ ông 
đã công nhân một số nguyễn lí. 

Crul thuyết SẼ trở HẺhN có lÍ hơn môi hẦN mắt hệ qnủ mối nâu đó được các thận: 

và: 

Cia TÍHUYẾT trở HỆH CÔ HH HƠN HẾN phi tÌHHVẾT THŒNŒ Tư trẺ nên CỔ lÌ hơn. 


Phải chầng những nguyên lí đó nằm trong cơ sở củi quá trình quy nạp” 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHỦ THÍCH VỀ CHƯƠNG H 
PHẲẦN MÓT 
l.. Rhải quát hoá đúng 
À, Hay tim ba xã v,%, š thoa nhân hệ phương trình: 


"r -B6y-1U: = Ì 
öBx ty + = 


1 k 


„+ WỂ đi 
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Đủ là mắt bài raán cổ, nhưng là một cáu độ nắt óc, tất đặc xác. Có một lăn 
tôi theu dõi một nhà toán học thực xự xuất xác, khỉ ngiời ra để nụh! ông 
giải bài toán để đã, thì ông đã bắt dẫu nhí sưu: "Giả xứ rằng cái bản nhỏ 
đến mái: Chỉ tân mắt đồng tiến để phủ kín nó. Trong trường hợp đó, rễ ràng 
rằng người nào chơi trước, người dy thẳng”. Nái mật củch khác, nhà taán 
họ đó đã bắt đâu bảng tách nghiên cứu một trường hợp riêng tới hạn, và 
tới Hường hợp dã thì lới giải rất luồn nhiên. 

Tứ trường hợp riêng này mà bạn Lô thể tím đượt lời giai trọn ven. Bạn lấy 
tia¿ng tượng rằng cúi bản nông đán ra và ngày càng chữa được nhiễu đóng trên 
bơm. Tố hơm nữa, bạn có thể khái quảt hoá bắt taàn và nghiền cửa nhường cải 
bản có hình dụng và kích thước khắc nhau. Nếu để ý rằng cứt bản cô tâm đái 
ưng và khát guải hoá đúng bằng cách vét một cất bàn có tâm đát vững thí 
bạn cũ thể tìm được lời giải đáp bay Ít ra cũng tiến rất gản đến lời giải. 

Hãy ch tiếp tyển chủng ¡ HH hai tHỜNG tHÒN Cho tr ướt. Để gợi ý, xín hỏi: 
có một !rường họp riêng tới hạn nàơ đệ dưng hưn không” 

Trưởng hợp riếng then chốt. Điện tích mắt da giác hãng Á, mặt phẩng củu 
thu giác tựÓ VỚI mỘT mặt phẳng khác mắt gác tứ Chiếu vuông góc tha giác 
lên mặt phẳng thứ lai, Hãy tùn điện tích cha lính ch rếH. 

Để ý rằng hình dụng của du giác không cha trước, Và nó Có thể cô và số 
dựng. Văy ấn ngÌhiún cửu dạng nảo?” Dụng Hảo cầu HgGÌIIÈH Cử HHỐC FIỀN ” 
Có một dụng mà ta giải quyết đặc luệt dễ là. Đau giác là mặt hiimh chữ nhút có 
dủy song song vớt giao tuyển Ì của mặt phẳng đa giác và mút hằng chiến. 
Guin là dảy hình chữ nhất, b là dường cau của nổ: điện tích của nỗ tắt nhiên 
là ab; HÌữHg dụi [Hựng tHUNE 11g củu hình chiến sẽ là a, hcaxữd và dÙc0v@ 
Nếu điện tích của lình chữ nhật là A thử diện tích hình thiểu là AuoxŒ 
Trường hợp riếng của hình chữ nhật có đây song song với l, Không chỉ tả 
một trưởng lợp dễ giải quyết hơn mà cần là một trường hợp riêng then 
chót. Mọi trường hợp khác đếu xuy tự trường hợp này. Ciải bài toắn trong 
Hường hợp riêng then chốt bua gầm cả việc giải bài toủn trang trưởng lợn 
tổng quú!. Thật vảy. nữ hình chữ nhật với đây xong song tới Ì thủng từ có 
thể nưi rộng quy tắc: “Diện tích hình chiếu bằng Acaxd” lấn lượt cha mọi 
hình khác. Đầm tiền tốt nhiềng tam giác vuông có mỖI ttgHÍ! so1tt xong với Í 
trắt hình chữ nhật nói trên thành hai phần hàng nhau), Sau đó vềt ham giấu 
thường có cụnh xong xong với Ì (ghép lun tạm giác vuông lại! CHỦI cũng 
vét môi la giấc bắt kỉ (chíu nó thành nướng tam giác thuộc luại uữa mỏi 
đểu]. Cũng có thể Chuyển xang những hình giới hạn hứt những thường cong 


fuxet chúng nhự là giới hạựn của những du giác). 
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1U. 


L4 
[r2 


GÓC CÓ (lim ở tâm HH nh trên lớn gấp hơt lấn góc có đính! trên đường tròn 
cũng chân mỘI LHHữỮ, 

Nếu chủ mắt pác với định ở km, thÌ gốc có định trên đường trồn còn chưa 
thức. vắu: đỊNH, định ca Hỗ Ló thế có những vt trí khác nhan. 

kiầu ld vị trí then chất” trong cách chứng nình thông thường định lí đả? 
(chút mình của Eueliidel 

Linh lí Canechy (Côsi), định lỉ căn hẳn của l[ thuyết vẻ hàm giải tích, khẳng 
địHh rằng tích phản củu mội hàm hiển xố nhức dọc theo một dường cong 
kim tuỳ ý xế bảng Ô, HẾN trong miển giới han bứi đường cong đề. hàm là 
Chímh quy Củ thể xem trường hợp riêng của định lỉ Cuuc ly - mưởng hợp 
mà đường tong kín là một tám giác - là trường hơn tiếng then chốt. Sau khi 
thứng mình định lï với trường hợp tạm giátc chúng ta Cô thể dc dùng tín 
lượt mớ rộng định lí đải tải đa giúc (phén những tam tiác lại] và đối với 
thường tông (Xem giới hựn của những da euic]. 

CỦIH V ðW THởINg tí pH Bút tàu qủ»' UỨI cức bài taán 7 và 8 

Trường hợp riêng tiêu biểu: Bạn cần giải một bài toán Hào đó về nhưng thu 
Siat  cựnh, Bụa yẻ một hình Š cụnh và Biii bài taáN đất với bình đã 
Nghiên CHIM Cứtch phải Cu mÌnh, bạn nhận vét rần  túCh giá tV TRUNE KHÔI 
CHHMME HHứC mào đđú, cũng dũng được cho IrưỜng Hợp củuwg, dứi H bứt kì 
Ciêng HN tỚI =5: Thể thị Bụn Lỗ thể gọi W = 3 lì Hường hợp riêng tiền 
biếu. Nó giới thiên cho bạn trưởng hợp chung, Tiất nhiến, muốn cho [rưởng 
lợp „=3 thu: vW là tiêu biểu thị nó khẩn được củ mỘt xự đạm gián huế 
HIENG Biết tảo, Có thể dâu bạm đến lâm hẳn: Tr ơn hợp riêng tIÊM biến 
không đơn gian hơn trường hựp tÔIU HÁT, | 
Những tritìng hợm riễng tiên biểu thưởng thuận HiỆn trong việt guảng dạy, 
Chững từ Có thẻ ch ng mình tĩnh H về thung dùnh thức củn 00 khi nghĩên 
CHMM Cần É£ nhưng đính thứ: căn ba, 

Trường hợp tương tự. Mội tH(CM vụ của công việu tiết kế my hay là làm 
lhế ruần đẻ tại Nựn ta thu trạns HitDng hựn hong my la thập nhất. Ngướ 
lí: xĩ nghiệm CửN văn dễ Hạw đã làm thí HĐÏHEĐI UỚI HHHHĐ Hữ HƯNG rnd 
Hrự l+4 dldn tr ¿0Ò HÀNHĐ thun kiến khúc HỮNHH: Ông tt th ữ NÌH gì?” Ông 
th... ĐIÊN thung bút toán Bún đu và HgHIÊH Cửu mội bài toán /hụ. tp uỡ 
HÌH†t dua thiêng THáY chó tiệt: phá rỡ Xitữn E AØ: Mi hiến hè giữa hưu bài 
toán - bài ta¿H bạn dứuw và bài toán phụ - là mát liên lự Hương Hệ TIÊH gian 
thêm cự học, dựa NHÀ ta Hring ri 1 lí %1E P than thêm nh lN THIẾT LẰNhhg- dâu 
vì trưng đếu làm bằng những vũ cửng dễ vỡ, chút chủ? động đã: 
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13. 


l3 


bả 


~_—- 
“ái 


16, 


17, 


18. 


Nếu lui đường thẳng trong không gian tất bư mãi phẳng xong song thì 
những đoạn thẳng tương ứng tí lẻ với nhan, 


Để giúp bạn tìm cách chứng nữình, vín hỏi bạn: Có môi đlmli lỉ nủa tương tư 
đừn giản hơm không” 


Bốn đường chéo của một hình hiến có một điểm chưng, đó là trt16 lim của 
mỏi đường. 

Có một đính lí nào tương tự đơn gián luơn không” 

Tổng của hai góc nhẳng bất kỉ của một nóc tam diện lửn hơn góc phẳng 
thự bạ. 


Có một định lí nàa tương tự đơn giản hơn không? 


- Hãy cem tứ diện nhìự một hìHH tương tị với tam giác: Hãy Liệt kẻ những 


khát niềm của hình học không gian tương THẾ với HÌHỮNG khửủit mềm van đây 
của hình học phẳng: hình bình hành, hình chữ nhật, hình vuông, đườnt 
phân góc của gúc. Phái biểu định lí cửu hình học không gian PHƯƠNG tực với 
dính lí sau đây của hình học phẳng ba đường phân giác trong của tam giác 
cắt nhau tại một điểm, điểm đó lä tầm dường tròn HỘi tiếp tam giác. 


Hữu xem hình chóp nh mút vài thể tương tự với tam giác. LIỆI RẺ HÌHPng 
tát fÍHẺ if0nE HỆ với nHững HH phẳng dưới đáy. hình bình hành. hình chữ 
nhát, đường tròn. Phát biểu đính lí cấu hình học không gian THưNG Hứ tới! 
dừnh lí xuu đây của hình học phẳng: điện tích của hình tròn băng diện tích 
của tam giác cô đảy bảng chu vị dường tròn và đường cao bảng bán kính. 
Hãy nghĩ ra mốt định lí cỉu hìmh học không gian Hướng Tí Uới định lí xuu 
đây của hình học phẳng: đường cao của tam giác cân đi qua trung điểm 
của đáy. 

Bạn coi hình không giản nào là THØNG tự với tam giác cản : 

Những tương tự to lớn 

1 Các thi dụ Í3 - F7 trên dãy nhấn mạtt xự Hương tí giáu hình lọc phẳng 
tử tỉnh học không giản, Có thể ve si tương tự này thea nhiều quan điểm 
t2 HỆ VẬY thường tó hai ý nghĩa và kháng phái bao giữ CN thể hiện rổ 
ràng. Nhưng nó là nguồn vô tắn của Những ý kiến uà những phát mình mới. 
3) Số và hình không phải là những đổi tương duy nhữt của toán lọc. Vẽ 
nguyên tắc, toán hạc không tách rời logic học và qua hệ đến một đội 
tượng có thể là đổi tượng của lí thuyết Chữ: xác. Tuy nhiên, sở và hình lá 
những đối tượng thông thường nhất của toảủn học và các nhà toán lột 
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thích hạm, hàn đã sẽ vạch một cưng †, 3, 3, F0, T00, TẠQÓD dâm Hước khi rơi 
tưản đứt, chủ tới khí mà. tất nên, rất khói giải hạn Trái Đất, nỗ chuyen 
tao không Irune, khẳng Bí nắng buộc vào Trải Đút”: Kem hình 2-3. 





Hình 2.4, Tử gnŠ đụa của hàn dã đến quy đạu của XE Trang 
[rith “Hé tháng thể grới” cHữ Npmton 


Bic+ đốt Hàn Iuu, Nỹ đụo hến đá Chuyển xung qH§ dựa của Mãi Tiang 
Quan hệ ei8u hàn dã và Mất Trăng vài Trủi Đữt CHHU HÌW qHAN lệ guả: 
Suo Móc với ấp hành tỉnh của mổ, hay HH quan hệ i4 5u0 Kim và rác 
kinh tình khác với Mất Trời Kháng hiểu tháầu đáo xự Hương TH dỗ thị chưng 
tự không thể hiểu dây du phút mình cu Newton tế định luật vụn vật hán 
duiín, một phút mình mở chỉ mai đến Dây giữ chúng ta CỔ thể cuoi lä môi 
phút mình khoa hục ví đại nhất 


9, Sự tương tư rõ ràng. Sw 1ượng tự thường là không rõ ràng. Củi gì tưởng Tư 


uởi cái gí?” Củu †rd lời thường Có hút ý HEÌ1d. Tinh Không To ràng dẫ\ thôn 
Lư giản ĐẰh! qua TRANH và lợt i0Ù: CHd: sự tương tị Í MY nhiều, nrÌHững 
lừng hiợựn mà khử! niềm HIỚN TH đẠI THựỰC 3H TỞ TÚN t tt Các KT HH 
laBfC lay taam hạt, đảng đượu nghiên iu đu biết 

1) Tương Hư lử xự giếng nhau của cúc quan hệ. Sư giêng nhu dÓ có một Y 
nghĩa nỗ rằng HÈM Các Han hệ được chì phối bởi CÍng THÔI t“V THÁI. Với 
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3ú 


quan điểêm này, ĐhÉnN Lòng túc xố tương tư với phép nhân các sã ở chủ nhénp 
CÔHữ d' DÀNH HHHH EU THâN theo HHữHg quHY lướt chung Củ phép công và 
phém nhậm (lu có ti mN chút tao huẳn và kết họn: 

(ứ +h>h + : ¿b = bà 


t.+h+cli ¬ [IN: = thủ 


+} + c 
la hút tiếu có phê todh naướt; cúc nhương trình. 
+. =Ð : ttá:=e1 
tông Nhan, tí mỗi nhường trình cho mật nghiệm và không quả một nghiêm 
(đđ trảnh trường hợp ngoụi lẽ, chúng tạ phải thừu nhận những vẽ ảm kì 
qghiÈn CN phép công tả loại tPrữ trưởng hơn a = Ú khi nghiên cứu phép 
Hhưin| Với mãi qHAH hệ dụ, pÌếh trừ tương tự với phép chúa: thát-vdy, 
Nghiệm +14 HhữNG Đhương trẲnh kế trên theo thự tự là. 
xehằằ~-: x&—= 
D: 
Hữu trữa. xó É trang tự với số Ì. Thút dậy, thêm Ù vào bất kỉ sổ nào cũng 
th nhận một xố hát kỉ với }, đếu không thay dải xở đó: 
ứ + ÍÌ = ứ; ủ::Š ad: 


Những đỊHH TH dy chung cha những lớp và khúc nhau; Œ đây, chúng ta cổ 
thể HghầiÊN ciêu nhưng xổ luểu H, xố thực hay xỏ phức. Nói thung, những hệ 
thủng đổi tượng tiuần théou những quy luật chụng chủ yếu (hay tiên đổi, nó 
tị xem nÌự là tương tự tối HÌÀH, tà ng THƠNG EW HàY CÓ mỘI Ý nghĩa buản 
FG(1H nữ nàng. 
c} Phép cảng những vỗ ra còn trương tự với phép nhận HhHữ HE vỗ tìươmt 0ể 
tỎt y nhu khác: Một xã thực + bắt kỉ la luguaFd của xế dương p nữa độ: 
r = logn 
(nêu chủng từ xét logurit thân phần thĩ r = —Ö. với p= DI]. Do tương 
NHANH (V ĐỐI SỐ ƠN ng VỚI nIỘI vấ HHắC huùn tuàn vn thịnh. bí môi xó 
FÏHi WHE Lưới MỐI vỡ tlHỚỚNG HN KRỦtTH TP: cỈ! HI. trung [r7rI tƒHWI HV, ĐÌng 
Ông những xả Hùae' ứng với thêu nhận những xố dương. Nếu 
 = lopn,  =lCÉn?: ` lũpp” 
th một trong hai hệ Phúc sauw xe kéo theo hệ thức kía: 
Ly SƯ, pDB =JP'. 
Công thuốc hẻn trấi và bến phái CHMHĐ NỞI [CN mỘI nân de bằng húi nuôn ngữ 
kihuắt THIAN. (II mỘI trong HẴỮNG XỔ tường le là hạn dịch của xã kia, thí llu 
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tụi xổ thực r (lagdart p) là bản dịch của p, côn p là nguyễn bản của t 
(chủng tư có thể đổi vai trò của những từ "“hảủn dịch” và “nguyễn banh”. 
nhựng một khi dã hứa chọn rồi thì phúi 0qrữ vững vự lựa chọn đó. Trong 
thuê! ngữ này, phép cộng là bản dịch của phép nhàn, phén trừ là bán dịch 
tu pháp chía, U là bản dịch củu 1: luất giao hoàn vù kết hợp của phản 
công các số thực là bản dịch của những quy luật dy đốt với phép nhàn của 
cúc xổ dương. Bản dịch tất nhiên là khúc với ngHvén bán, nh nà l2 bản 
dịch chúng đn theo ý nghĩa xa đây: từ một tHơng quan bát kÌ giấu cúc 
phủn ti Lưu ngNyền bán chúng tạ cả thể rút ra quan hệ HƯƠNG HE giữa 
những phán tứ tương ứng của bản dịch tà ngược lai. Theo thuật nẹữ của 
nhà tuần học, thì bản dịch đăng đó - túc là một sự tương ứng môi-một bao 
lồn Cúc NWy Hưắt của mật XÓ [ENG (tran nào đó - dược gót lì phéAa đẳng 
tu. Phép đẳng căn hà một hình thức hoàn toän rũ ràng ri pHiép tưng FC 
3) Mót loụi thử ba tủa sự trương tự hoàn toàn rõ ràng là phảp đồng củu 
thuy phép đẳng cầu đu trì], theo thuải nữ của các: nhà tuủn học, Trình báy 
ntữmw thí du một cách chỉ tiết hay mà tú chính vác khái Hiểm dây thủ xế mất 
khi nhiều thì giờ. Chúng tử có thể cố gẵng hiểu vự mã tả gân đúng xau dày: 
Phép dồng cấu là một loại bản dịch rút gọn một cách có lệ thẳng. Nguyen 
hủn kiiông những chỉ được dịch sane ngôn "tự khúc, nuỉ còn ƯỢC rút gọn 
xuo tho sau khi địch và rút tồn, kế! quả cHốt GHNG thược ‹có đếu lai môi 
cách hệ thông côn một nửa, hay một phần ba, hay một phán bắt kÌ củu 
đoạn văn bạm đâu, Qua pháp rút gọn này các CHỦ tiết có thể mắt để, nhường 
lật cũ cối côbghi hệ có tan ad. vên bán đếu đượu thế hi TUUNG bán rùi ñ 
tà được hảo tắn HÙNG mỘT phạm ví hẹp hưu. 

10. Những đoạn văn trích dân 
tFhit' xét xem ta cá Hhể thành công trong việc Hghĩ tư một bài toán tổng 
(juáf khác háo đả, háa gốm bài toán cửa trước tà đệ giai quyết hơn không. 
Chẳng hạn, nhục khi từm Hếp tryển tại mỘI điểm đa cho. thự lHHĂ dụng rằNg 
củ? cần tìm đường thẳng cất đường cong dã chủ ở điểm dW và ở một (hiểm 
khuác cách điểm bạn đâu một khoảng chu tưới. Bài tuản này luôn luôn có 
thể giải được để dừng bằng đại vô. Và sa Êhu gi bài tan ấv, CÍHHNG từ xe 
tìm thấy tiến tuyển nh là một !! tường liựp đặc: biệt, cụ thẻ là trường tui mở 
kjkodng nách cho trước là cực: Hiểu, thủ gun thành mội điểm” (Eeibniz). 


"Phường tẩy ra là, bài toán tổng quật cá về dễ hơn bái toán đặc hết, HIÈN 
chủng ta cổ gẵng giải Hực Hết, trực diện” (Dữchlet, DedekInd), 
Cá ä thể là có ích] đt mỘt giỐng về mỌi loài riêng lẻ của nỗ, tà HN và" 


ué nhường loài không thuểu lắm, nhưng đưa mút giống về mặt ladi nhị nhờ! 
kì có lựi hơn" (Leihni: |, 
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TƯ GEN VI I((GRV(V (UV V UVVDVUUUUDUUVDVUVDVUVVUDUVDODUVUSDLƯV VYVVvvuoụuẹ, 


40. Chứng mình rằng: 
Ị l 3 I1 I 
1+ sã + bã + T192 suy [+ *g?~ 
4 9 16 25 4 
từ đó xuy ra kết luận thứ hai uề tổng củu chuột ở về trái cu đẳng thức. 
4l. (Tiếp theo). Hãy thứ tim kết luận thứ bạ, hiểi rằng: 


d3ớS Sổ 3 Ị Ki Ti. NÓ {3 5 x : 
ur@sing=A + —.—+#>.Š.—*~.—.-:—-*..‹ 
3 274đ 6š 3 4á 67 


2A 
tả vớt n= D. †, 3...: krcô: 
› n?2 
ù : 3 n Ly Số, 14..?n 
Ị j | 3.5,.(2n+]) 
q 
42, [Tiếp theo]. Hãy thự tim kết luận thứ tứ. biết rằng, 





THẾ Ý. 1, 1ai ,3 461 
(arcsiadl =t + —~— +——.— †t®<:z~.7 +. 
| 32. 68 13.357 4 
vử tới n = Ö, 1, 3,... tạ có: 
l wiửz 
| ân : cử số 4 2 N<=]: # 
1<!) 23y”"wc= |sn MỸ =~.S—- — 
Ju-+) Jj 24 2m '2 
Ũ 
43, Euler dữ dũng Lông thứ: 
, #  - 3W... 
BE: =. Ẫ v +.. =lntt(Ì —-J+ zq-3) # # + + + THỊ độ 
V VẬN. QUÁI |. THAM do | _ 4 | g 


đụng với Ñ < x< †, để tình tổng của chuối ở về trái: 

u} Chúng riữnh công tÌHAr đó. 

bị Gia tr nảo của v là thuận tiên nhất trong việc tính tổng của chuối Ở về Hát” 
44. Sư nhản đổi và bước đâu đi đến chứng mình 

Không có cư xỏ để hiển nhiên công nhậu rằng sinux có thể khai triển thành 

những thửu vỏ bắc mhuất hương ng với các nghiệm của phương trúnh su = lÌ 

Nhưng ngày cả công nhận điều đó thị chúng ta tin còn có chỗ chưa đồng 

ý: Enle+ thưa ciung mình được rằng: 

lÐp mg 3x. sân jW “jf: 


lù túf cả các wrgltểm Của PHƯƠNG tHÍHN ay. Chng tạ có thể tùt rằng không 
tổ những nghiệm thức nào khác Í bằng cách nưÌhên cửu đƯỜNG củng Y = SH) 
Nhưng Euler chưa bẻ loai trừ khả nâng tỒn lạt Ma HÌHH16 uhitm phức. 
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Dumiel Bernouiii (con. trai. tha giủo 
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QUY NẠP TRONG HINH HỌC KHONG GIAN 


Í. Các hình đa diện 

“Một hình đa điện phức tạp có nhiều mặt, nhiều góc và nhiều cạnh”. Hầu hết 
những người mới học hình học không gian đều để có một nhần xét lờ mở kiểu 
4v, Nhưng ít người cố gắng thật sự đi sâu vào nhận xét đó để tìm hiểu chính xác 
hơn. Đúng ra là nên phân biệt rõ ràng những dại lương tham gia vào và đạt rà 
mốt câu hỏi xác định nào đó. Vì thể. ta sẽ kí hiệu số mãt, số định và số cạnh của 
mốt hình đa điện theo thứ tự là M. Ð và C (chữ dầu của những từ tượng Ứng) và 
nêu mót câu hỏi rõ rằng như sau: "Phải chăng bao giờ cũng đúng là số mát luõn 
tuôn tăng khi số đỉnh tầng? Có nhất thiết là M tăng cũng với Ð không?” 


Bước đầu thì chúng ta chưa thể làm gì hơn là nghiên cứu những thí dụ. những 
hình đu điện cụ thể, Chẳng hạn, đối với hình lập phương (hình [ trên hình 3 


M=é6, =8, ti Tác 





Ív V Vị 

Jấ. 
đã ì : ` 

ằ £ : % Fui ") 

Ị k ị 
Ì \ 
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Hình 3.1: Cóc hinh da dien 


43 


hftps://tieulun.hopto.org 


Hay đối với hình lắng trụ đầy tam giác (hình HH trên hình 3,1}: 
VỆ C= 5, tì =6, Ệ =8. 

Sau khí đã chọn phương hướng đó, tất nhiên chúng ta sẽ nghiên cứu và so 
sảnh những hình khác nhau, thí dụ như những hình trên hình 3.1. Ngoài hình I 
và HH đã nhậc đến ở trên, hãy xét liếnp: hình lãng trụ đáy ngũ giác (TH), hình 
chóp đáy là hình vuông, tam giác, ngũ giác (IV, V, VD, hình bát điện (VH), 
hình “chiếc thấp có mái” (VIH, hình chốp đất ở mật trên của một hình lập 
phương - đây của chiếc tháp], hình "lập phương cụt" (IX). Hãy cố gảng tưởng 
tượng và Hình dụng lần lưới thưứng hình đó một cách tương đổi rõ ràng để tHính 
Số tát, số đính và số cạnh, Các số tìm ra được phí ở bằng sau đây: 










Hìmh chón „rủ siác 
Hình bát diễn | 
' Hình "chiếc thập” ụ 


1x Hình ¡{ lập phương cụt R | thanh : l X 






Võ hình thức, hình 3.1: miếng rmiôt phòng triển lạm khoáng vật học, côn 
bảng trên đây, trong riột chừng mực não đó. giêng quyến số tay của nhà vật lí 
Học e6 kết quả các thí nghiệm của mình. 

Chúng tạ nghiên cứu và sơ sánh các hình, các sẽ trong bảng trên, cũng như 
nhà khoảng vất học hay nhà vất lí học đã đầy công nghiên cứu những niẫu, 
Hhững số liêu đã chọn trước của mình. Bảy giữ thì chúng ta đã có môi cái gì đó 
trong tay để có thể trả lời câu hỏi nêu ra bạn dầu: "Ð củng tăng với MI chăng?” 
Thưc ra không phải như vậy. Khi so sánh hình lận phương và bát diễn (I và VI) 
chúng tá thấy rằng mốt hình có nhiều dinh hơn. còn hình kia [HH có nhiễu mất 
hơn. Như váy là # định bàn đâu của f1a nhậm thiết lầp một quy luật chung là 
không thành công. 

Tuy nhiên. chúng ta có thể thử với những cái khác. C và M cùng tâng 
chăng? Đệ có thẻ Irả lời một cách có hé thốn § những câu hỏi đó, hãy lập Hai 
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bráng trên đây. Sắp xếp lại các hình đa điện sao cho C tầng dẩn khi đọc các cội 
in lượt từ trên xuống đưới, 





Hình áu di ớH 
' Hình chớp tam giác 
Hình chóp tứ giác 


Hình làng trụ tam giác 


Nghiên cứu những số liệu đã được sắp xếp thuận tiện hơn trên đầy, chúng 
tạ dễ dàng nhận thấy rằng không có một quy luật nào như đã giả định ở trên cả. 
Khi C tang từ 15 đến 16, Ð giảm từ 10 xuống 9. Mật khác, khi chuyến từ hình 
bát diễn sang hình làng trụ ngũ giác, € tang từ 12 đến lŠ nhưng M giảm từ * 
xuống 7. Cả M và Ð đều không luôn luôn Lăng cùng với C. 

Một lần nữa, chúng tá lại không tìm được một quy luật tổng quát. Tuy 
nhiền, chúng ta không muốn thừa nhận rằng những ý kiến ban đầu của chúng ta 
là hoàn toàn sai lắm. Dưới mội dạng khác nào đó, ý kiến của chúng tả có thể 
đúng. Đúng là cả M và Ð không cùng tăng với C, nhưng xét toạn bộ thì có lẽ lá 
chúng tăng. Nghiên cửu kĩ bảng trên, chúng tả có thể nhân thấy rang M và Ð 
"gốp chung” lại thì tăng dẫn: M + Ð rang đán khi chúng tì đọc các cột từ trên 
xuống, Và sau đó đột nhiên chủng ta có thế thấy quy luật chính xác hơn. tron? 
cả bảng thì: 

M+Ð=C+¿. 

Hệ thức này được xác nhận với tất cả 9 trường hợp ghi trong bảng. Hình 
như khó có thể tin được rằng một quy luật rắc rối như vậy hoá ra lại quả đơn 
giản. Như vậy là chúng ta đã đi đến mệt giả thuyết rằng không phải chỉ trong 
các trường hợp đã được xét, mà trong mợi hinh da diễn, vũ mắt công với vả 
đỉnh đếu bằng xố Củnh cậng thêm 2. 
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2. Sự tiếp xúc củng cổ đầu tiên 


Nhà sinh học, được đão tạo rốt, sẽ không thừa nhận quá để đăng một nia 
thuyết: Ngay cá với một giả thuyết có vẻ có lí và đã được xác rilận rong mội 
số trường hợp. ông la văn nghị nườ và thu thập những quan sát mới hay tìm tôi 
những thí dụ mới để kiểm tra. Chúng ta cũng có thể làm vậy. Chúng ta sẽ 
nghiên cứu những hình đa diện khác, đếm số mật, số định và số canh của chúng 
rồi sơ sánh M + Ð với C + 2. Những số đó có thẻ bằng nhan hoặc không. THảI 
là thủ vị nếu làm sáng tỏ được điều đỏ trong ức tế: 

Xem hinh 3.† chúng ta có thể nhận thấy rắng chúng ta đã nghiên cứu ba 
trong số những himh đa điện đếu: hìnht lập phương, tứ điền và bát diện (1. Vụ VHI. 
Hãy nghiên cứu húi hình còn kú là hình 20 mãi đếu và hình |2 mặt đều. 

Hình 3U mặt đếu có 20 mật là tam giác. Vậy MI = 20, Hai mươi tiưn giác có 
*x 2U = 6U cạnh, đồng thời nôi cạnh của hình 20 mật lai là một cạnh chung 
cho Hai tam giác. Do đó, số cạnh bàng _— 0 =C, Tương tự như vậy, chúng tá 
cũ thể tun Ð. Ta biết răng xung quanh mồi định của hình 20 mật có 5 mật, Hai 
tươi tạm giác có 3 x 20 = 60 gúc. Cứ 5 gúc có chung một định. Vậy số định bảng 

ñúl 


& 


—_ 


=.i. =1. 


Hình L2 mặt đếu có I2 mặt là ngũ giác, ngoài ra xung quanh mỗi đnh có 
bBũ ngũ giác: Từ đó, cũng như trên, ta Kết luận: 


3x Ã 2 5 
| : HE 4 ŒC=< LAO 








Mit= li đấm = ÀÚ. 


Bây giờ có thể thêm vào bàng của chúng ta ở cuối mục Í (chương TH: hai 
dùng nữa: 


HH dt đIÈH NM.. (8ˆ... 
Hình 3Ö mát x!#!ộ ly 30 
Hình 12 mãi 2 2?) 210 


Cá thuyết M + Ð = Ê + 2 được xác nhận trong cả hai trường hợp ấy, 


s+. Thêm những tiếp xúc củng cổ 


'Nhữ những sự xúc nhận ở trên, giả thuyết của chúng ta trở nên có lí hơn, 
thưng bây giờ đã có thê chứng mình được chứa? - Chưa có cách nào. 
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Trong tĩnh huống như vậy, nhà sinh học thân trọng có thẻ cảm thấy bằng 
lông với thành công của những thí nghiệm của mình, nhưng tiếp tuc nghl ra 
nhiều thí nghiệm: nữa. Và bảy giờ chúng ta phải làm thí nghiệm với hình đã 
điện nàn đây? 

Vấn để là ở chó, cho đến nay gia thuyết của chúng ta đã được xác nhăn đến 
mức rmmà nếu cỗ thêm một trường hợp được xác nhận nữa thì niềm tìn của chúnE 
tà chỉ được củng cố thêm một ít, có thể là ít dến mức không đáng đề chọn thêm 
mới Hình đà diễn và đếm các bộ phận của nó. Liệu chúng tá có thể tìm được muội 
phương hướng vững chắc hơn để kiểm nghiệm giả thuyết của chúng ta không? 

Nghiên cứu hình 3.1, chúng ta có thể nhân thấy rằng các hình ở hàng trên 
đều cùng mút loại: chúng đếu là hình lãng trụ, Các hình ở hàng thự hai cũng 
thế: đều lä hình chóp, Giả thuyết của chúng ta đã đúng với bá hình lãng trụ và 
ba hình chóp biểu điển trên hình 3.1: liệu nó có đúng với tất cả các hình lãng 
Iru và hình chóp không? 

Nếu một hình lăng trụ có ø mật bên thì nó có tất cả n + 2 mật, 2 định Và 3n 
cạnh. Mới hình chóp với n mãi hên có tất cả n + | mặt, nø + Ì định và 2z cạnh. 


Như vàx, có thế thêit hai đồng vào băng ở chương 1H, cuối mục Ì. 


linh dư dhiớóm MỊ lu C 

c2: : Š - - 
Hĩnh chép cổ ® mặt bên n+ Ì nän+ | MỊN 
Hình lăng trụ có ð mật hến ¡"nưề 3m 3n 


Giá thuyết M +4 Ð = C + 2 của chúng tà được nghiệm đúng thêm không 
những chỉ đối với một hoặc hai hình đa điện mà dối với hai họ võ han các hình 


đa điền: 


4. Xiột sự thứ thách gian kho 


Nhân xét cuối cũng đã làm cho niềm tin tủa chúng tá đối với giá thuyết 
tăng lên gấp bội nhưng tất nhiễn đó chưa phải là chứng mình. Vậy chúng la 
phải làm gì? Có nên tiến tuc thử với những trường hợp riêng khác không ? Ga 
thuyết của chúng tu hình như đã đứng vững qua những thứ thách dơn giAn, XI 
vậy, cần phải đưa HÓ Vào HIỘI GUỐC thử thách gian khổ, khảt khe, có những cơ 
hối tối để bác bỏ nó, 

Hãy điểm lãi mốt lần nữa tập hợp các hình đa diễn của chúng tá (hình ko BR 
# đầy có những hình làng trụ (E, H, HH), những hình chúp W. V. VD. những 
hình đa diễn đếu (I1, V. VH). Nhưng chúng ta đã kiểm trả tất cả những hình 
thuộc löøl đủ ở đây rồi còn gì nữa? Hình 3.1 côn có “chiếc tháp: (XHỦ mà 1a 
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có bảng cách dựng một “mái nhà” ở đáy lrên của hình lân phương. Đến đây, ta 
cảm thấy có khá nàng khái quái hoá. Thay hình lấp phương bằng mới hình đa 
điện bắt kì, chọn môi mãi bất Kì của hình đá điện đó và dưng trên mất đủ mới 
"mãi nhà”. Giả sử Hình đa điện bàn đầu có M mặt, Ð dinh và C canh; và giá sử 
mặãt đã chơn có # cạnh. Chúng tạ thém vào mặt nãy một hình chúp có # mi bên 
và được một hình đa diễn rnới. Hình da diện mới có “mái nhà” này có báo 
nhiều mật, định và cạnh” Qua phép dựng đó. môi mãi đã mất đi (mặt đã chon] 
đồng thời xuất hiện mè mật imởi (n mát hên của hình chúp! do đó hình đa diện 
mới CÓ MỊ — | + n mật, Tất cả các định của hình đa điện cũ đếu là đỉnh của hình 
da điện mới, nhưng có một định mới được thêm vào (định của hình chén), Và 
lính đa diện mới có C' + w cạnh, 


điên mới với "mái nhà” có: 
M+z= Ï mặt, Đ+ 1! định, + cạnh, 
Điều đó có phù hợp với giả thuyết của chúng ta nữa không? 
Nếéu hệ thức M + Ð = C + 2 được thoa mãn thì tất nhiên hệ thức: 
(Ma+»m-l}+(D+li=(C+m+2 
cùng được thoả mẫn. Nói cách khác, nếu giá thuyết của chúng ta được nghiệm 
đúng với các hình đa điện ban đầu thì nó cũng nghiệm đúng với hình đa diện 
mới có “mái nHà”, 

Chì thuyết của chúng tạ cũng dúng tron việc -đưng thêm mái nhà” và như 
vậy là nó đã qua mội cuốc thử thách rất gian khổ. Từ những hình đu diễn đã 
nghiên cứu, băng cách lập lại việc “dựng mái nhà" chúng 1a có thể thu được vô 
số Hình đa diện khác nhau, và như đã chứng mình, piá thuyết của chúng tá 
đúng với TâI ca những hình đa điện đó. 

- Nhân Hiề hãy xét thêm: hình "lập phương cụt", hình cuối cùng ở hình 3-1, 
ở Ta một con đường nghiên cứu tương tụ. Thay hình lâp phương “cụi” băng 
hình đa điện bất KI, bảng cách cắt một dinh chọn lhỷ ý. Cha sử hình đa điện đầu 
Hến có M, 2 và € theo thứ tự là số mại, số dính và số canh, và ElỦ4 Sử ở là số 
cụnh kích khỏi đính đã chọn. Cát đỉnh nay ra, chúng ta thêm vào THÔI trai mới 
(Cũ # Canh), ?! cạnh mới, và cũng thể ø định mới, nhưng lại mất mót đỉnh, Tỏm 
lại, hình đa điện “cụt” mới có M+1:Ð+ø— I:C +? theo thứ tự lã số mật, số 
định và số cạnh, Bày giờ thị từ M+Ð=C+ 2 sẽ SUY Tả: 

(Mx+ll+(Đ+ne<=l)=(+m]+2. 


nghia là giả thuyết của chúng ta đủ vững văng để chịu đựng một "nhép cảt”, Và 
như thể là nó đã trải qua thêm một cuộc thứ thách pinn khổ nữa, 
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Tất nhiên. ta coi những nhận xét trên đầy là những bảng chứng hung hôn 
thuyết mminh cho giả thuyết của chúng tá, Từ đó côn có thể khai thắc thêm môi 
điều khác nữa: gợi ý đầu tiên của phép chứng minh. Xuất phát từ một số hình 
đa diện đơn giản nào đó nghiệm đúng gia thuyết, chẳng hạn như hình tứ diện 
hoặc hình lập phương, băng cách dựng "mái nhà” hoặc “cảt cụi” chúng là có 
thế thu được võ số những hình đa diện khác nhau và gia thuyết của chúng tá 
cũng đúng với những hình đa diện đó. Chúng ta có thể thu được Zứ† cử các hình 
đa điện chàng? Và nếu thế thi chúng ta đã chứng mình xong) Ngoài ra, còn có 
thể cũ những phép khác, gióng như phép "cât cụt” hay “dựng mái nhà”, cũng 
hảo tôn các hệ thức đã nêu ở trên. 


Ö. Xác nhận và xác nhận 


Quá trình tư duy của một nhà sinh học có kinh nghiệm. về cơ bạn không 
kiiác quá trình tư duy của một người bình thường, nhưng nó cần thận hơn. Miội 
sỡ điều quản sát được sẽ dẫn rmôt người bình thường và cả nhà bác học Bởi miội 
giả thuyết và cả hai người đếu chú ý đến những trường hợp cuối cùng nhất, 
xem chúng có phù hợp với giả thuyết hay không. Những trường hợp phù hợp sẽ 
lùm cho giả thuyết đáng tìn cây hơn. còn những trường hợp ngược lại thĩ sẽ Bác 
bỏ nó, Và ở đây bắt đầu có sự khác biết: những ngưới bình thường có xu hướng 
thích tìm những trường hợp thuốc loại thứ nhất hơn, còn nhà bác học thì lại 
thích tìm những trường hợp thuộc loai thứ hai. Nguyên nhân là ở chỗ mỗi môi 
người đếu có ít nhiều tự phụ - người bình thường củng như nhà bác học - nhưng 
môi người đều đánh giá mình mót cách khác nhau. Một “Ngài” nào đó không 
thích thú nhận - ngay cả với mình - rằng mình sai lắm, Vì thế “Ngài” không 
thích những trường hợp mâu thuần, "Ngài” tránh những trường hợp ấy, thâm 
chí mối khi gặp chúng thì "Ngàt” có khuynh hướng giải thích thế nào đó để di 
đến kết luận là chúng không mâu thuần với giá thuyết, Nhà bác học thị ngược 
lại, sắn sàng thừa nhận giả thuyết sai, nhưng lại không thích để lại những vấn 
để chưa được giải quyết. Và đó chính vì trường hợp phù hợp chưa giải quyết 
tron ven văn để, côn trường hợp máu thuần thì giải quyết vấn đẻ. Nhà bác học 
đang cổ gắng giải quyết trọn vẹn vận để. sẽ tìm những trường hợp phủ nhân gia 
thuyết và khả năng đỏ càng lớn thì ông ta căng thú vị, Cần phải thây môi nhắn 
tð quan trọng. Nếu gặp môi trường hợp de doa phú nhận giả thuyết, nhưng rồi 
cuốc nó lại phù hợp với giả thuyết thì qua cuộc thử thách, giá thuyết đó lại 
cũng vững vàng hơn. Càng nguy hiểm bao nhiều, càng vĩnh quang bấy nhiêu. 
Sư thử thách càng gian khổ thì việc công nhận giả thuyết cảng vé vang, việc 
xác nhận nó bằng thực nghiệm càng mạnh mẽ. Có thí dụ này và thí du khác, c0 
xác nhân này và xác nhân khác. Thí dụ vác vượt! Đúc bạ giả thuyết lớn bao più 
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cũng đưa giú thuyết đến mẩn cách giải quyết hơn là một thí du mà xác suất đó 
nhỏ hơn. Điền đó giải thích tại sao nhà bác học Lạt thích loại trên hơn. 

Hãy giờ có thể qehiên cứu bãi toán cụ thế của chúng ta xem có thể ứng dụng 
những nhân xét trên đầy vào việc “nghiên cứu bằng thực nghiệm các hình đa 
diện” như thế nào? Môi trường hợp mới, xác nhận hệ thức M+ Ð =C€ +2 làm la 
càng thêm tin răng hệ Thức ấy nói chung đúng, Nhưng tá đã quá mệt vì một loại 
Các xác màn đơn điệu. Một trưởng hợp không khác mấy so với những trường hợp 
đã nghiên cứu trước, nêu nó phù hợp với giả thuyết thì tất nhiên là cũng làm tăng 
niềm tin của ta, nhưng chỉ tăng rất ít. Thật váy, trước khi thử ta có thể tim rằng 
trưởng hợp đang khảo sát sẽ tiến hành v như những trường hơn trước vì chúng chỉ 
khác nhau rất ñ. Điều ta mong muốn không chị là một sự xác nhân khác, mã là 
một sư xác nhận kiêu khác. Thật vậy, điểm lại những piải đoạn nghiên cứu khác 
nHau của tà (Số, 3 và 4) ta có thế nhận (thấy rằng môi một giai đoigt đó chớ một 
kiêu xác nhận “ưu việt” hơn những kiểu trước. Ở mỗi Eldl doan 0a thuyết được 
xác nhận đổi với nhưng Hường hợp phong ph hơn vo uối giai đạnH trước. 


Ö. Một trường hợp rất đặc biệt 


V† tính muỏn màu muôn vẻ là quan rong nên ta hãy lm một hình đa diện 
nào đó khác hắn với những hình dị diện mài ta đã nghiên cứu lừ trước đến nay. 
Chẳng han, tá có thể nạh! đèn một hình da điện là cái khung ảnh. Hãy lấy một 
thanh gỏ đài 3 canh, chải nó ra làm 4 đoan, Nối các đầu cự của 4 đoan ây với 
nhau thành mỗi hình đa điện hình cái khung. Trên hình 3 2 cái khung được đảt 
trên hàn sau cho các cạnh của thanh gỗ lúc chưa chát đếu năm ngăng: C ö 4 lần 
3 tỨC là l2 cạnh năm ngàng, và cũng có 3 Hẳn 3 cánh không năm ngàng, Vậy, 
xố cạnh tất cá là C > 12+ 12 =< 34. 





Hình 3.3. + điển cố (1110 hình VN \m 
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Nhưng hệ thức đó - đúng với những hình đa piắc lôi - tủ ra quá đơn gián và 
!È sơi sáng cho hệ thúc phức tạp hơn, hệ thức mà tí nghi là đúng đổi với những 
hình:da diễn lết: 
MÌ+i1=€ +ˆ 
Nếu thật sự quan tầm đến vận để đang nghiên cứu thì tất nhiên tá sẽ thử 
lám chớ những hệ thức ấy gần với nhau hơn. Có một phương pháp sắc sảo để 
thực hiện điệu đó, Trước hếi, ta phải sắp xếp những số khác nhau theo một thử 
tự tự nhiên. Hinh đa diện là ba chiều, mặt của nó (những đa giác) là hai chiếu. 
cạnh của Hồ là một chiều, và định của nó (điểm) đã nhiên là không chiếu, Bây 
gHIỜ Có tHỂ việt lại các đăng thức trên, bảng cách xếp các đại lượng theo thứ tự 
tăng dân về số chiếu. 
Hệ thức của hinli đa giác sẽ viết đưới đang: 
Đ~_€C+l=lI: 
Viết như thế thì có thể so sánh được với hé thức của hình đa điện dưới dạng: 
D—-C+M~Lzl. 


Đơn vị ở về trải của đẳng thức đổi với hình đu giác ứng với yếu tố hơi 
(rrw duy nhất là phân bên trong của đa giác. Đơn vị ở về trúi của đẳng thức 
đội với lIHHỊ dự diện ứng với yếu tổ bư chiếu duy nhất là phần hén tronp cua 
hình đa diện, Các số Ở về trái của đảng thức, theo thứ tự dùng để đếm các VÊUu 
tổ không chiều, một chiều, hai chiều và ba chiếu, đếu được sắp xếp theo thứ tư 
tự nhiên với các dấu + và ~ xen kế, Trong củ hai trườnh hợp, về phải của hai 
đàng thức đều tiöng nhau; sự tương tự hình như là hoàn toàn. Vị răng đẳng 
thực đầu rủ răng La đúng đối với các hình đa giác, nên sự tương tự đó làm: tăng 
Hiểm tin của Tả vào dàng thức thứ hai đổi với các hình đa diện, mã tá đã ðhái 
hiểu rong #là thuyết. 


®. Phản hoạch không gian 
Hãy niờỡ, ta chuyển sang một thí dụ khắc về phép quy nạp trong không gian, 


(2 thí dụ trẻn, La đã xuất phát từ nhận xét chúng. trong chừng mực nào đó, 
củn lở mờ, Bây giờ điểm xuất phát của ta là một bài toán cụ thể, với tHiững nết 
r0 rũng, la sẻ nehiẻn củu miột bài toán đơn gian, nhưng hơi la, của hình học 
không gian: 5 mật pháng chia không gian thành bạo nhiêu phán”? 

Nếu 5 mạt phẳng đó song song với nhau thì cầu trả lời sẽ rất đơn Ø1! TÔ 
rà là không gian được chỉa ra lãm 6 phần, Song, trường hợp này quá đặc biết. 
Nếu những mất phẳng củu tá ở vậu "vị trí tổng quái" sao cho không có hai mặt 
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phẳng nào trong số đó song song với nhau thì không gian sẽ được chia ra nhiều 
hơn 6 phần, Sau khi đã đạt được điểm chủ yếu đó, cần phải diễn đạt bài toán 
một cách chính xác hơn: § mặt phẳng ở vị trí tầng quát chía Không gian làm 
báo nhiên phần” 

Ta hiểu khái niệm "vị trí tổng quát” môi cách hoàn toàn trực giác những 
mật phẳng Ấy ở vị trí sao cho giữa chúng không có những liên hệ đặc biết, 
chủng đốc lắp với nhau và được chọn một cách tuỳ ý. Có thể dễ dàng giải thích 
đấy đủ thuật ngữ này bằng một định nghia hình thức, nhưng ta không lãm như 
vậy vì hai lí da. Một là: không cần thiết phải trình bảy quấ hình thức. Hai là: để 
lai một khái niệm ít nhiều chưa thật rõ rằng, thái đỏ của ta gần giống thái đồ 
của một nhà sinh học là người thưởng phải bài đầu bảng một vải khái niệm 
chưa thật rõ ràng, rồi trong quá trình tiến lên sẽ giải thích chúng. 


Ø, Biến dạng bải toán 


Hãy tập trung chủ ý vao bài tuần của ta. Người ta cho Š mặt phẳng ở vị trí 
tông quát. Chúng chia không giãn thành một số phần nhất định (ta có thế nghĩ 
đến miếng pho mát được cất thành những miầu bảng 5 nhất cất phẳng của môi 
con đạo sắc), Chúng ta cần phải tìm số phần đó (miếng pho mát bí chía lă¡ 
mãy phản”). 

Thái khó cú thể nhìn thấy ngay những phân của không gian do Š mãi pháne 
chia cất ra (có thể là không "nhìn" thấy được. Dù sào đi nữa cũng không nén 
gắng sức tưởng tượng, tốt hơn là hãy cổ găng suy nghĩ. Trí tuệ cô thể dẫn ban 
di xa hơn là trí tưởng tượng), Nhưng tại sao phái là Š mãi phẳng? Tại sao lại 
không phải là một số mặt phẳng bất kí? 4 mãi phẳng chia cát không gian thành 
mấy phần? 3 mặt phẳng, 2 mật pháng hay là chỉ một mnất phẳng chia: không 
gian lâm mấy phần? 

Ở đây, 1a đã đi đến những trường hợp mã trực giác hình học có thể đạt tới 
được. Một mát pháng rõ rằng là chia Không giản tả làm hai phần. Hai mậi 
phang chía không gian ra lầm ba phân nếu chúng sóng song. Nhưng ta phải loại 
bò trường hợp đặc biệt này. Hai mái pháng ở vị trí tổng quát sẽ cải nhau và chỉ: 
không gian làm 4 nhấn, Ba mật phẳng ở vị trí tổng quát sẽ cha không gian r4 
làm R nhân. Để hiểu thất rõ trường hợp cuối cùng, khó hơn này, có thể hình 
dung môi toà nhà, trong đề có lai bức tưởng thàng đứng cải nhau và THÔ cái 
trần năm ngang có xà ngàng chóng đỡ. Xung quanh giao điểm của cát trấn vũ 
hui bức tường thì cái trần này vữa là sàn của 4 cái phòng: ởtũng trên, vừa là lrần 
của 4 nhòng Khúc ở tầng dưới. 
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Hải toán của tạ có liên quan tới 5 mi sim Rằn đáng lẽ nghiên cứu 5 
mật phẳng thì tá đã bất đầu nghiên cứu 1, 2 và 3 mại phẳng. Ta đã phí thời gi 
chang” Hoàn toàn không, Ta vưựa nghiên cứu những trường hợp tượng tự đơn 
giản hơn. vừa chuẩn bị cho bài toần của ta. Ta đã thử sức 1a trong những trường 
Hợp đơn giản hơn này, ñm hiểu những khái niệm cần thiết và đã làm quen với 
những loại bài tập mà ta phai gấp. 

C Tính con đường đã dẫn ta đến những bài toán tượng tự dơn giản hơn này, 
lä con đường điển hình đán ø được chủ ý, Trước tiên, ta đi từ trường hợp 53 mi 
nhãng đến trường hợp một sở bất kì mặt phẩng, chẳng hạn, ø mặt phẳng: tà đã 
thực hiện khái quát hoá. Sau đó, từ w mặt pháng tá trở lại 4 mãi phẳng, 3 mật 
phẳng, : mại pháng rồi chỉ 1 mật phẳng, tức là trong bài toán tổng quất ta đất 
Hàn: Á, 1714 da Hiếu hành đặc hiết hoá. 

NI, bài luận phần hoạch khúng em hằng ba mãi nhãn? Hương fwưr với bần 
toàn đặt ra đầu tiên về Š mặt nhàng. Như vậy là ta đã đi đến sư tương tự theo 
củn đường thông thường: mở đu là khát guất hoủ, tiến theo là đất biết ho, 


11. Một bải toán tương tư 


sự Việc sẽ như thế nào đổi với trường hợp 4 mật phẳng? Bốn mại phẳng ở vị 
trí tổng quát xác định những phản không nian khác nhau; trang số đó có một 
206 QƯỢC giờ) tận ms 3 mai nh LANH, PIáC và gợi là hinh tử Điện v38 PẠHH 
nh Kệ, Chúng xúc định những: nhiên r mãi t phẳng, khắc nhau, trong “Ố đã. có - môI 
phần được giới Hạn bởi ba đoạn thẳng và púi là tam giác txem hình 3.4). Số 
phân cần im là 7. 





Hình 3.3. Pháa chịu không ghi bung lÊ 0H phiẩn ơ 
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Ta đã tìm được cách giải bài toán tương tự đơn giản hơn; nhưng có thế 
dùng cách này giải bài loán bạn đầu không? 

Cú thể được, nếu ta khẻo phân tích sự tương tự của hai hình này. Ta cần xét 
sư phân hoạch mát phẳng bảng ba đường thẳng, sao cho sau đó có thể áp dụng 
vào việc nghiên cứu sư phân hoạch không gian bằng 4 mặt phẳng. 


Như vày, ta xết lui lắn nữa sự phân 
hoạch mát phẳng bằng bá đưỡng thắng 
lạo riên Hội túm giác. Mi 3-3855 DỤ hữu 


Côn s SH phần võ han thì CÚ dinng 
với tam giác hoặc là một cạnh (cả thấy 
có 3 nhắn như thể) hoặc là một dinh 
(cũng có ba phần như vậy), Vậy, có tất 
củ [R; 





Hinh 3:4, Phản chỉa mất nhng | 
bằng hự dường thẳng [+ 3+3 = 7 (phần). 


Bảy siỡ háy nghiên cứu sự phân hoạch không gian bảng 4 mật phẳng tạo 
thành một hình tử điện. Những phần vô hạn có thể có với hình tứ điện hoặc là 
mút mắt chung (yếu tổ hai chiều của biên giới, có 4 phần như thể) hoặc là môi 
đỉnh chung (yếu tố Ö chiều của biên mới, có 4 phần như thế, xem hình 3.3) 
Vậy, có tất ca lì E+ 4+6+4= là (phần). 

Ta đã tìm thấy kết quả này nhờ tương tự và đã sự dụng phép tương Tự mội 
cách điển hình, cư bán. Đầu tiên ta nghĩ ra một bài toán tương tự để hơn và giải 
bài toán đó, Sau đó, để giải bài toán bạn đầu khó hơn (về hình tứ diện) ta lái 
dùng bài toán tương tự dễ bơn (vẻ tam giác) làm rnö hình; Khi giải bài toán khó 
hơn ta đã theo mẫu lái bài toán để hơn, Nhưng trước khi lắm điều đó, ta phải 
nghiền cứu lại cách giải bài toán đễ hơn. Ta đã xây dựng lại, tí chỉnh cách giải 
đó theo miớt miầu mới, đệ bài chước. 

Chú ý đến một bắi toán tương tự để hơn, giải bài toán đó và tu chính cách 
piải san cho nó có thể trở thành mô hình, d ể cuối cùng pniải được Bài toán đấu 
tiên bảng cúch lần theo mô hình vữa tạo ra, đó là tật phương phần mà ngươi 
chưa quen tưởng như là loanh quanh, nhưng thường được án dung HIOnP việc 
nghiền cứu khoa học, toán học củng như ¿cúc khøa học khác: 


12. Một loạt bài toàn tương tự 


Tuy nhiên, bài tuần đầu tiễn cua ta vận chưa được giải, Đồ là sự phân 
hoạch không gian bằng 5 mất phẳng. Hài toán tương tự đối với hai chiếu là bài 
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Cách tích luy nhiều bài toản mới, đối với người chưa quen, cô vé như là 
ngớ ngẩn. Nhưng một số kinh nghiêm giải toán cô thể day ta rằng việc giải 
dòng thời nhiều bài toán đôi khí dễ hơn chỉ giải mớt trong những bài Ấy, nêu 
phần lớn bài toán đó phối hợp với nhau chất chế, còn chính bản thân mốt bài 
tuán thì đơn đọc, Báy giờ bài toán ta nên ban đấu nồi lên như một trong các bài 
tuần chưa giải được. Nhưng vấn để là các bài toán chưa giải được này hợp 
thành một loại: chúng được sắp xếp cần thân, nhóm lại với nhau, CỔ sử ương Hừ 
chất chẽ với nhau và với một số bãi toán đã giải rồi. Nếu sơ sánh tỉnh hình hiện 
tài của vấn để của chúng ta - đã được xếp đúng vào loại các văn để tương lư - 
với tình hình lúc đầu, khi né còn hoàn toàn cỡ lập thì, tự nhiên, ta có khuynh 
hướng tin tưởng rắng sự việc đã khá lén một chút. 


14, Giả thuyết 


Ta sẽ quan sát những kết quá kế trên bảng như nhà sinh học quan sắt rập hợp 
các máu vật thu thập được: Bảng này khêu gợi óc tìm tôi, khả nâng khảo sát của 
ta. Liêu ta có thể tìm thấy được mối liên hệ nào đó, quy luật nào đó khong? 

Nhin cột thứ hai (chia không gian bằng các mãi phẳng) ta có thế nhận thấy 
tổng đây 1, 2, 4, 8.... môi quy luật rõ rằng sau đây: Kì có các luy thừa hên tiếp 
củu 2. Nhưng thất vong làm sao! Số hạng tiếp sau trên cốt này là L5 chú không 
phải là 16 như tà mong đợi. Điều dư đoán của tà không hay lắm và là phải tìm 
cách khác. 

Rút cuộc, ta có thể ngẫu nhiên cộng hai số nằm kề nhau và nhận thấy tổng 
của chúng trên bảng. Tú chú ý đến mối liên hệ độc đáo này; ta SẼ có môi số Ở 
trong bảng nếu ta công hai số khắc: môi số ở ngày phía trên nó, số kin cũng ở 
hằng trên nhưng về bên phải. Chẳng hạn, các số: 

R Ÿ; 
l5 
liên hé với nhau bởi hè thúc § + 7 = l3. 

Mới liên hè đặc sắc này là chiếc chia khoả kì điệu. Có lẽ khó mà tin rằng, 
mới lén hệ này - mốt liên hệ mã cũ thế quan sắt thâv trên toàn bồ bảng đã 
được tính toán - lại có thể là kết quả của sư ngắu nhiên đơn thuần: 

Như vậy, kết quả trên đây đưa tá đến ý negli rằng, quy luật vừa nêu có thẻ 
ñp: dựng được cả ra ngoài phạm ví những quan sát của ta, những sổ chưa tìm 
thấy cũng tuần theo đúng quy luật như những số đã tính được. Và như thế là tà 
đi đến mã thuyết là quy luật mà tà ngâu nhiên tìm được luôn luôn đúng. 
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Mếu đúng như thể thì ta có thể giải được bài toán nêu ra ban đầu bằng cách 
công những số nằm kế nhau, ta có thẻ kén dài bảng của ta cho đến số mà tả 


THuUỒN tìm: 





Trong bang trên đây xuất hiện hai số mới, được im đậm và tính được bắng 
các phép công: l| = 7 + 4; 26 = l5 + l1, Nếu điểu ta đự đoán là đúng thì số 
phản của không gian do 5 mật nhẳng ở vị trí tổng quát phán ru phải là 26. Hình 
như ta đã giải xong bài toán đẻ ra. hoặc ít nhất ta cũng tìm được piả thuyết có 
lí, mã Lãi cả các khảo sát thu thập được từ trước đến nay đã xác nhận. 


15. Dự đoán và xác nhận 


Trên đây ta đã tiến hành theo đúng cách thức điển hình của hoại động của 
tột nhà sinh học. Nếu nhà sinh học quan sát thấy một quy luật la thường não 
đa, không thể quy một cách hợp lí vào sự ngấu nhiên đơn thuận được, thì ông 
ta giả định rằng quy luật này cũng áp dung được ngoài Phạm vị những khảo sát 
Hiực tế của mình. Việc thừa nhận giả thuyết này thường là bước quyết định 
Höñg sH nghiên cứu quy nạp. 

Bước tiếp theo có thể Tà sự dự đoán, Trên cứ sử những quan sát đã tiến hành 
tử tước và sự phù hựp của chúng với quy luật đã giả định, nhà sinh học dự 
đoán kết quả của sự quan sắt LIếp suu của minh... Nhiều điều phụ thuộc vào kết 
qua của bước quan sát tiếp theø này, Điều dư đoán đúng hay sai? Ta cũng dang 
ở trong 1ĩnh trang như vậy, Tu đã thấy, höäc đúng hơn, đã dự đoàn 2% SỐ miền 
của mật phẳng do 4 đường thắng ở vị trí tổng quái chia ra là |Ì. Có dúng thế 
không? Chả thuyết của ta đúng chăng? 


'xehiên cứu hình vẽ phác (hình 35) ta có thể tin chắc rằng diểu ta dự đoán 
là đúng: số l1 thực sự là số dũng. Điều xác nhận đó vẻ dự đoán của ta là những 
lÍ lệ quy nạp có lợi cho quy tắc mã ta dựa vào để nêu dư đoán. vượt qua thứ 
thách Tốt cách thàng lợi, giá thuyết của ta trở nên vững chặc hơn. 
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16. Một lần nữa và tốt hơn 


Ta tin rằng số ÌL đồ là đúng sau khi 
xem hình vẽ và đếm số phần mặt phẳng 
được chia ra. Đúng, 4 đường thắng ử vị 
trí tống quái, rõ ràng chia mật nhảng 
thành 1! phần. Nhưng ta hãy làm lại điệu 
do lấn nữa và lãm tốt hơn. Tá đếm lại 
những phần ấy bang cách nào đó. Hãy 
đếm lại các phần và đếm sao cho ta hoàn 
tuần tin rằng ta không nhắm, không sai 
và không mác lừa do vị trí đạc biệt của 
các đường tháng. 





Hinh 3.5. Mốt nhúng Bí chứa 0Ä 
hỏi 4đ đướn ti 


Ta bái đầu từ 3 đường thẳng xúc dịnh đúng 7 phần trung mãi phảng. Ta có 
tiÕt số cứ sở đề tin ràng 4 đường thâng xác định I1 phản. Vĩ sao lạ thêm đúng 
4 nhấn? Tai sao ở đây lại xuất hiện số 3? VÌ sao vạch thêm đường thẳng mới lịn 
lầm tăng thêm đúng 4 phản? 

Trên hình 3.3 ta tách ra một đường thẳng và vẽ nó bảng nét đứt (hình 3.6). 
Về hình đạng, hình mới khong kbác hình cũ mẫy, nhưng nó biểu thị môi quan 
điểm rất khác. Ta coi dường thẳng mới tách rũ này như một đường mới còn ta 
đường kia là cũ. 

Những đường cũ chia mặi phàng thành 7 phần. Có gì xây rã khi ta thêm 
đường thẳng mi vào? 

Đường thắng mới được vẽ môi cách tuỳ ý phải cất mới đường thẳng cũ, và 
hơn nữa, cải tại những điểm khác nhau. Đo đó có 3 điểm, Ba điểm này chía 
đường thẳng mới thành 4 đoạn. Mới 
đoạn chia từng phản cũ của mật phẳng 
thành hai phần mới. Bốn đoạn thắng của 
dường thẳng mời này lao nên 5 phần 
mới vũ bỏ đi 4 phần cũ thì số phần được 
tùng lén dũng bảng 4. Đó chính là 
nguyên nhãn vĩ sao số các phân bảy giữ 
lai tàng thêm đúng 4 so với trước: 

4+ ell 

Cách tìm sở II này có sữc thuyết 

phục và lâm sắng tỏ bài toán mã tá 4HE — Hình 346, Chuyển từ 1 16h 9 dưỡng Hung 
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xét, Bây giờ tí có THỂ tìm thấy cơ sở của tính quy luật mà tì đã quan sát và đã 
dựa vào đỏ để nêu rủ dự đoán về số l1. Ta bất đầu ngờ là có mội sự giải thích 
nào đỏ ẩn sau các sự kiện, và lòng tin của ta vào sự đúng đân của tính quy luật 
quan sát được đã tăng lẽn gấp bội. 


17, Quy nạp gợi ý cho diễn dịch: trường hợp riêng gợi ý cho 
chứng minh tổng quật 


Ta luôn luôn chỉ ra mốt cách cần kẽ răng cách suy luận của ta và tác phong 
của nhà sinh học rất giống nhau, Ta đã bắt đầu từ một bài toán riêng giống như 
nhà sinh học bái đấu từ những quan sát rắc rồi, Lưu ý đến những trưởng hợn 
riêng dễ hiểu, rồi quan sát những điều tương tư có ích, ta đã tiến dần lên bảng 
cách thứ và khải quất Hoá: Tu đã thứ dự đơán miột vài quy luật và đã mặc sai 
iắm, rồi lại cố năng lầm lụi và đã làm tối hơn. Ta đã nêu được quy luật chung, 
quy luất này đã được cũng cô bằng toàn bộ những kết quả thí nghiêm mã tà có 
kh nãng thực hiện. Đem án dụng thứ vào một trường hợp riêng ta thấy rắng nó 
phù hứp với quy luật dự đoán. Từ đỏ. ta cảng thêm tin vào quy luật nên ra. Cuối 
củng. tì đã lưu ý đến cử sở của quy luật chúng này, giải thích nó và lòng tin 
CHÍ: lạ Tăng thêm rất nhiều. Công việc nghiên cứu của một nhà sinh học có thể 
cũng trải qua đúng những miai đoạn như vậy, | 

Tuy nhiên đường đi của nhà toán học so với nhà sinh học vẫn có khắc biết 
rát lớn. Quan sát là quyến lực cao nhất đối với nhà xinh học chứ khôn» phải đối 
với nhà toán học. Sự xác nhận, dựa trên nhiều thí dụ chọn hay, là phương pháp 
đụuy nhất đề cung cố một quy luật nêu ra trang cục khoa học tự nhiên, Điệu xáu 
nhận trên cơ sơ của nhiều thí dụ chọn tốt có thể rất có ích vÌ có tấp dụng 
khuyên khích, nhưng không thể chứng míình được tu THẬI HẺẾU Tả trong {oán 
học. Hãy xét trường hơn riêng cụ thể của tá: Việc khảo xất các trường hơn riêng 
khác nhau và sơ sánh chúng đã dân tì đến chỗ nêu ra quy lắc tổng quất mã từ 
đó suv ra được răng lời giải của bài tuần lúc đấu là số ?6. Phải chăng mọi điều 
quan sát và điệu xác nhận như vậy là đủ để chứng mình tuy tặc tổng quát đỏ? 
Hay nó có thể chứng mình được trường hợp riêng rằng số 26 thực ra là lới eiái 
Đi loàn của ta không? Khóng chút nào! Đối với nhà toán học với những tiệu 
chuận chất che thị xổ 36 chỉ là một điều dự đoán sắng súa, còn quy luật chung 
đang côn thi văn kia thị chưa thế được chứng mình bảng bất Kì bao nhiều xác 
rihãn thực nghiêm cá, Phép quy nạp chỉ dưa đến những kết t quả cỏ thể đúng chủ 
không khi nào chứng mình được cúc kết quả đó. 

luy nhiên cỏ thể nhận thấy rủng viếc nghiên cứu quy nạn có thể có ích 
Irotg toán học về môi mất khác mà ta chưa kể đến. Việc quan sát kĩ hướng các 
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trường hợp riêng đắn ta đến kết quá toán học tổng quái, cũng có thể gợi ý vẻ 
uách chững nunh kết quả ấy. Tù việc nghiên cứu chằm chú một trường hợp 
riêng có thể này ra một nhận thức chung. 


Thực tế ta đã gáp điều đó trong mục trước. Quy tác tổng quát mã ta đã tìm 
ra nhờ phương pháp quy nạp, liên quan đến hai số kế tiếp trong bàng cua tà, thí dụ 
như 7 và 4, và liên quan đến tới tổng của chúng, tổng đỏ trong trường hợp này 
bảng 11. Hơn nữa ở mục trước ta đã thấy rõ ý nghĩa hình học của các số 7, # và 
|I trong bài toán của ta và trong đỏ ta đã hiểu tại sao lại có hệ thức 7 + 3 = Ïl]. 
[rên thực tế. ta đã nói tới việc chuyển từ 3 đường thẳng chia mất phẳng sang 4 
dường thẳng như thể. Song các số 3 và 4 không có một giá trí đặc Biết nào, La 
có thể chuyền hoàn toàn như vậy từ một số nguyên bất Kì tới xố tiếp theo, Lừ ? 
xang w + Í. Trường hợn riếng đã xét có thể cho ta hình dung được về toàn bộ 
tình huông (thí dụ 23.10). Tôi xin dành cho bạn đọc được hoàn toàn tự do rút ra 
thái niêm chung từ quan sát riêng ở mục trước. Trong đó bạn đọc có thể chứng 
minh hình thức dối với quy tác đã nêu ra bảng quy nạp, ít ra là đến mức có liên 
quan tới lái cột sau củnE. 

Tuy vậy, để thực hiện phép chứng mình, ta không những phải xét việc nhân 
hoạch mặt phẳng bằng những mặt phẳng. Song ta hí vọng rằng nếu tá hiểu rõ 
được việc phân hoạch mặt nhằng. thì phép tương tự sẽ giúp ta hiểu rõ việc phân 
hoạch không gian. Một lần nữa, tôi xin dành cho bạn đọc niềm vui khai thác 
được từ phép tương tự những điều có ích. 


18. Lai các giả thuyết 


Văn để phân hoạch mật phẳng và không gian vẫn chưa kết thúc. 'Fa còn 
phải hoàn thành một vài phát mình nhỏ nữa, và những phát mình này hoàn toàn 
có thể thực hiện nhờ suy luận quy nạp. Ta dễ dàng đi đến những phát mình đó 
bằng cách quan sắt tỉ mí và đối chiếu có ý thức các thí du riêng: 

Ta có thể hí vọng tìm ra cổ»g tức tính số các phần tạo nên trong sự phân 
hoạch mật phẳng bằng + đường thăng ở vị trí tổnp quát. Trên thực tế ta đã có 
công thức trong trường hợp tương tự đơn giản nhất: m điểm khác nhau chia 
đường thủng ra ¡ + Ì phần, Công thức tương Tự này, các trường hợp riêng dã 
được ghi trong bảng của ta, và quy tẶC tổng quất (mà hấu như ta đã chứng 
minh) được tìm ra bằng quy nạp cùng với tất cả các kết quả thu được cho tiến 
nay, có thể giúp ta giải bài toán này. Tôi không đi vào chỉ tiết. Tỏi chị đơn 
thuần nêu lén lời giải mà tả có thể tìm thấy. dựa vào các điều vừa gợi ÿ. thẻo 
các cách khác nhau. 
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Ù) Hãy biếu thiên Nụ, Nị,Nš và Nị ga Ïm vẻ n. 
v.v " b # ` vòm va #3 ' ng H h %3 _.. , 3. 3 
2) Có một hè thức màu từng tự vớt đẳng Hé 21 trong lỜi giới cHú TÌM tín 7 
không” 
H1. Cr¿ sư n đường thẳng. #È vị trí tổng qớt, Chư mốt phẳng trừ làm L. nhún. 
Chiững mình rằng: 


bưyi i6 4° Ít T} 


12. Giá xử n mãi phẳng ở vì trí tổng quát chỉa không gian ru Š„ nhún. 


Chưững minh rằng: %„ + 1 = „+ bạ, 


13. /Háy kiểm tra công thức tí định sau đảy: 
nịn—]) 


UẲ:N =0, 2.3.3. 
14. /1äy dự đoàn công thức đổi vải Š„ và Chứng tÒ rằng Công thức do thng với 
n=D,!.,3.3 4 5: 
Trong số TÌ phẩm mặt phẳng do bốn đường thẳng Ở vì trí tổng quất phản 
chỉa mùi phẳng tạo ra, cổ mãy phần hữu hụn” mãẫy phản vỏ han? 


15 


l6. Khái quật hoá bài toán trên đây. 

I7. Trong xế 36 phần không gian do năm mặt phẳng phản haạch không pian 
tra ra có mãy phán là vệ hạn” 

Nam mặt phẳng di qua tâm của hình câu, côn mọi quan hệ khác về ví trí 
của chủng điêu là tổng quát. Chúng chia mãit câu ra làm máãy phán” 


1h 


8 


13 


ã 


Năm cặp đường trần ¿ vị trí tổng quát và tối nhau từng đội chia mặt phẳng 
ru hàm máy phản?” 

20 
21. Phép quy nạp: sự thích ứng của trí tuệ, sự thích ứng của ngôn ngữ 


Khải quật hoa Bài taủn [rÊH. 


Phép quy nựp lằm cho tỉ tuệ chúng tá thích ứng vết các sự kiện. Khi su 
xánh những ý kiến của chúng tá với Hhững điều kiện quan sát thí có thể có 
xự bùn hợp hay không. Nếu có sự nhù hợp thì chúng tạ Cẩm thấy TÍN HÌữNg 
Ý kiến của mình hơn, nến kháng phù hẹn thì chúng tạ phải thay đổi ý kiến. 
Sưu một xố lấn biến đổi, ý kiến của chúng từ có thể thích ứng hơn với sư 
kiên. Những ý kiến đẩu tiên của chủng tù UỂ mắt đôi tượng mới hình nhự 
hụo giở cũng sui, hay ít ra cũng khẳng hoàn taän đúng; quả Trinh {Hy nạp 
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2, 


24. 
T5. 
20. 


vò, 


3U. 
31. 


Mội dường tròn lờn chỉư mất cầu thành hứi "THước”, hẳn cu phíu Tày và 
bản tấu pha Đăng. Không thuận tắc chẳng” 


Hài vĩ học chíu mất cầu thành bú “nước”. Chuẩn tắc hay không chuẩn tắc” 
Bư kính tuyến chia mặt cầu thành bạ “hước”. Chuẩn tắc hay không Chuẩn tắc ? 
Gọi phép phản chỉa mật cầu bằng m kinh Hoyến và p vĩ 1H yên là phép “phản 
thia (m, p)” [xem thí dụ 23.1). Trường hợp giớt hạn Í Ú, p) chuấn tắc huy 
không chuẩn tắc? 


- Trường lợn giới hạn (m, ÖJ là chuẩn tắc huy không chuẩn tắc” (vem tÍủ dụ 26). 
- Những phép chia (m, p) náo (xem thí dụ 26) có Huế phải sinh: trong quả 


trình đã được mô tả ở thị dụ 3? (Chiêu hình đa diện lối lên mật cấu, van đả 
biển dạng liên tực các mặt, g1ữ nguyên xổ nước và xổ đường biến giới xwHg 
gianh mỗi nước]. Những điều kiện nào gHảu m và HH đặc irưng những phép 
phản chỉa đó” 
Cái gỉ không chuẩn tắc trong những thì dự không nghiệm đúng Lông thức 
Euler? Những điểu kiệm hình hạc nào làm cho ý nghĩu của M, Ð và C 
chỉnh xúc hơn và bảo dâm thoả mẫu công thức Euler 
Hãy dân thêm những thí dụ mình lau cản tra lới thí dụ 29. 
Cóng trình của Đescartes về hình đa điện 
Trung những bản thua mà DešCd!1eš để lụt cố những bút kí ngắn nải về li 
thuyết tổng quát của hình đu diện. Bản suo những bắt kí đó táo Letbm2 
sớo) đã được phát hiện và công bố năm 1660, hơn 200 nắm suu khí cscd'tex 
mặt. Nhiững bút kí ấy nêu một vấn đề liên quan mắt thiết với định Íï Euler. 
Mặc dù các bút kí ấy không thiết lập dược dịnh lí đồ một cách rõ rủn§: 
nhưng có chứu những kết quả mà từ đệ có thể xuy ra ngay (nh Ïi. 
Ta hãy cùng với Descartes xét một hiìnÂ đa điện lôi Gọi mắt gác bát kì của 
mỗi mặt linh du diễn là góc phẳng và giả xứ Sơ là tổng tũt cả cắc góc 
phẳng: Dexcuttex tinh 2œ hằng hai uách khác nhau, và định lí E die? có thứ 
xy rư ngay bảng cách sơ sánh hai hiểu thử. 
Các thí dụ dưới dãy về giáp bạn đạc có thể xây dựng lại một xố Kết luận 
của Descartex, Chúng ta sẽ dùng cúc kí hHỶH sa0: 
M,„ biểu thị số mặt có H canh, Ð„ bà xế đỉnh chung của  cựnh, thể thì. 
\MỊ;+ M1, +M. +-‹:. =M 
Đị+Đ„+Đ(+... =Ð. 


Tu vấn ki hiệu € là vớ cụnh của hình da diện, 
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32. Bạn hãy hiểu điển xô góc phẳng bằng ba cách khác nhau, lấn lượt qua 


“4 
“2v 


35 
3ú 


bh 


M4 :. Nụ, Mz,.... uuu ;, Hà, Đị,... và qua C. 


- Bạn hãy tính Su đốt với Š hình tu chén đến: hình từ diện, hình lập phương, 


3” 


hinh bát diễn, hình 2 mắt và hình 30 mật. 


. Hy biểu diễn Ea na M;, M, Mc,... 
: vÌ = TU Mi hồ § 


Hãy biểu diễn Xử gua C và M. 

Cúc nóc khối bú, các đa giắc cản bù, 

†d xe gọt gốc tu diễn là sóc khối. 

Cho hai góc khải lỗi có cùng một số mặt và một đính chung, và không có 
thâm mỘI điểm thung nào khác nữa, Mỗi mặt tủa eóc khối này trưng ng 
vối một cạnh của góc khối kíu, và mất này vuông gốc với (HH Ti" ứng 
đó. (Quan hệ đã giữa hai góc khối cô tính chất tương hỗ: Canh e, #gido 
tư yên của hai mặt kể của góc khối thử nhất, sẽ trương ứng với tả! ƒ nức khối 
thự hai, rểu ƒ ˆ lược: giới hụn bởi hai cụnh (ƯƠNG HE VỚI hai tải nÈu ở 
trên]. Hài óc khải có guan hệ tương hỗ ấy gai là hai ;úcC khối bủ (dó 
khủng phi là cách pọi thẳng thường, sang hai góc bù theo nghĩa thôn ữ 
thưởng có thể chuyền dịch về wị trừ tương hã tương trí]. Một trong hai nóc 
khối bú gọi là nóc bạ của cái kia. 

Mật cầu có bản kính bảng | và tâm là đính chung của hại góc khỏi bú, sẽ 
trải chung theo hai dâu giác cửu gọi là hai ru giác cầu bà, 

K”†f hút thự giác tấu bú: Giả vữ d ¡: dầu... dụ lQ tác Ccụnh của đa giác thự 
nhát, œ¿, dà;..., d„ là các ắc tấu nó. A là thiện tích và P là chủ ví củu nỗ. 
Và gia 4M đt; t3. tử S, Œ 2, CŨ uy: V! IẾT Â, / là ;ihNg bà pm fIfZE H71E 


Chủ vất giác: củn thứ hai Thể thị, suu khi đđ chọn cúc: kí hiến một cách 
thích hơn, tạ có: 


II 


+00) +0 2=..=d¿u+ứ,=n 
q) + Nị¡=ứữ Ậ + Wa=...= - A5 + Mx=. 
Điều đó thị chủng ta đã hiết, tà kiểm n ghiệm dễ dàng. 
Hay chưng mình rằng: 
DÈÉỠ 18 xƑ +Ä -<?mn 
(Chữ biết diện tích một tâm giác cầu với các Đốc là œ, B, y bằng "sai sổ 
tật cu”; œ + B + + — tt thân kinh mứt cấu hãng 1). 
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47. “Trong một vất thể không gian, tổng các góc khối ngoài bảng góc vuông”. 
Thử diễn đạt nhân xét đó (tìm thấy trong cúc bút kí của Descartex) thành 
thịnh lỉ và chứng mình (xem hình 3.2). 





Hình 3.7. Các sát: ngoài cua mi hình đa phác 


3Ñ. Han hãy biểu diễn Sa qua Ð, 

39, Bụn hãy chứng mình đính lỉ Euler. 

4Ñ. Nhận xét đâu tiên ở §1 côn mơ hồ nhưng có thể gợi cha chúng tạ mội vài 
diểu khẳng định chính xác. Đày là một điều khủng định mà chúng tạ cña 
nghiên cứu ở Š\. “Nếu một trong ba dại lượng M, Ð và C dân tối œ thì hài 
đại lượng kia cũng dẫn tới `”. 

Buụn hãy chứng mình các bất đẳng thức xu đây, dùng với mại hình da diện 
lối, và cha biết những tài liệu chính các hơn: 

2C >3M, 3Ð >M +4,3Ð >+6 

2C >3Ð0,2M >Ð+4.3M >C +6. 
Các bất đẳng thức ấy có thể trở thành dẳng thức không? Đối vấi những 
laai hình đa diện nào thì ta có thể có đẳng thức? 

41. Củ những hình đa diện lôi mà tất cả các mặt đêu là những da giác CửHg 
một loại, tức là những đa giác cùng cô một xổ canh. Chẳng hạn, tắt cá cúc 
mặt của hình tứ điện đếu lá những hình ram giác, tất cả các mặt của hình 
hộp đều là những lình tứ giáu, tút cả các mặt của hù T2 mãi đếu, đến la 
những hình ngũ giác. Cá lẽ bụn muốn nói: vả vàn vận” Tuy nhiên, phép 
gu nạp đơn giảm như thể có thể dẫn đến ơi lắm: không có một hình da 
diện lỗi nào mà tất có các mặt điêu là hình lục quác. Bạn hãy thứ chứng 
mình điều đó (thí dự ‡Ì). 


ñ0 
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QUY NẠP TRONG LÍ THUYẾT SỐ 





1, Các tam giác vuông mà các cạnh là những số nguyên 


Tam giác có cạnh bàng 3, 4 và 5 là tam piấc vuông, và 
ễ g. `: 
1+4 z3. 

Đo là một thí dụ đơn giản nhất về tam giác vuông có số do các canh là số 
nguyên. Những tam giác vuông nguyên” như vậy giữ mốt vai trỏ quan trạng 
trong lịch sử lí thuyết số, Ngay cá những người cổ Hahilon cũng đã khám phá 
ra mỗi số tính chất của chúng. 

Một trong những bài toán hiện nhiên nhất thuộc về các tam giác loại đó là 
bài loạn sau đây: 

Liêu tó Hiố cá những tai giật HÔNG MgHyÊn mử canh huyện là một xố n đủ 
cho tháng? 

ƒa hãy chủ ý tới bài toán này. Ta sẽ Iìm một tam giác mà số đo cạnh huyền 
là số nguyên ø đã cho còn số do hai cạnh góc vuông là các số nguyên % và v 
nào đó. Ta có Hiể giá sử rằng, + biểu thị cạnh dài hơn trong hai cạnh sóc vuông. 
Thành thứ đối với số n đã cho. ta tìm được hai số nguyên + và ý sao cho 


3 EÌ bì 


+ 


W ` =1 †+V, <ey<ven. 

Ta có thẻ giải bài toán bằng quy nạp, và nếu ra không có những kiến thức 
chuyên món nào đó thì không thể giải bài toán này bằng cách nào khác được. 
†a hãy lấy một thí dụ. Ta chọn ø = I2, Như vậy, ta sẽ tìm hai số IIguyên dương 
xVð ÿ, s4O cho ý 2 y, và 

5 
144 =v + y” 
¿Ý có thể lấy những giá trí nào? Nó có thể lấy những giá trì sau: 
l,4, 93, l6, 25, 49, 64, RI, 100, 121. 


8 
¡lỗ 


toòthe+x =< l21 được không? Nghĩa là hiệu 


I44-4 2= H4 - 21 =yŸ 


M 
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có thể là một bình phương khong? Không, 23 không phải là một bình phương. 
Báy giừ tà hãy thừ những bình phương khác. Song, trong thực tế ta không cẩn 
phải thử nhiều lắm. Bởi vì y < + cho nên: 
l44=4 + S20, 
v72 
Thành thử x” = 100 và +” = R1 lá những khả nâng duy nhất còn lại. 
Nhưng không một số nào trong cúc Số: 
]44 - I0 = 44, 144 - 81 = 63 

là một bình phương cả. Do đó cầu trả lời là: Không có mội tam giác vuông 
fguyên nào có cạnh huyền bằng l3, 

Bảng cách tương tự, ta hãy xét cạnh huyền bằng 13. Trong ba sở: 

169 - 144 = 25: l69 - 121 =48: 169 ~ IUÔ = 69. 
chỉ có một số là bình phương. Như Vậy. chỉ cỏ một tam giác vuông nguyên Có 
cạnh huyện băng 13: 
I69 = 144 + 25. 

Làm tương tự như vậy và kiến nhẫn một chủi, tá có thể nghiên cứu tất cả 
những số đến một giới han không cao lắm như đến số 20 chẳng hạn. Ta chỉ tìm 
được năm "cạnh huyền” nhỏ hơn 20. Đó là những sở 5. 10, 13, 15 và l7: 

25=l6+9 

LŨ = 64 + 36 
69 = 144 + 25 
325 = 144 + 5Ï 
280 = 225 + Õ4. 

Ở đây, các trường hợp I0 và 15 không hay lắm. Tam giác có các cạnh 10, 
6 đồng đang với một tam giác đã biết có các cạnh 5. 4 và 3. Điều này cũng 
đúng đối với tam giác có các canh l5, I2 và 9, Chỉ còn lại ba Lam giác vuông 
với các cạnh huyền tương ứng bảng 5, 13 và 17 là thực sư khác nhau và không 
mội Iani giác nào đồng dạng với Lam giác nào cả. 

Tá có thể nhận thấy ràng tất cả ba số 5. l3, và Tí là những sở “~guyển !ô Íe. 
Tuy nhiên. đó không phải là tất cả các số nguyên tổ lẻ trong phạm vĩ 2Ù. 
Không một số nguyên tố lẻ 3, 7, Í1 và (9 nào là "canh huyến” cả. Tại sao” Cái 
khác nhau giữa hai tập hơnp này là cái gì? Kiu nào với những điều KIện trao MỚI 
số HEwYÉH tổ lẻ là "cạnh huyển ”, KÌ nảa khong phải là “anh NuyÉn”? 


; 
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Đây là một biến dạng của bài toán bạn đầu. Nó có thể có nhiều hứa hẹn 
hơn vì dù sao nó cũng là một bài toán mới, Ta hãy nghiên cứu nó một lấn nữa 
bang quy nap. Kiến trì mỗi chút, ta sẽ lận được bảng sau đây (dấu gạch ngang 
cho biết không có tam giác vướng có cạnh huyện ø}. 





" 169 = 144 + 25 
289 = 225 + 64 


“——— ca 





ÝÝÏ{Ï_. Bo DÖ 0 DÖ L1 S—————rHHdi xin 


TT nnnnnnnnaannaaaan 
ch .....—————ennnnnnrntrsrrrcrecccc———————D——mtrrtrarran 


Khi nào số nguyên tổ là cạnh huyển, khí nào không?” Cái khác nhau siũữa 
hai trường hợp này là gì? Nhà vật lí học có thể tự để ra cho mình những câu hỏi 
rất móng như thế, Chẳng hạn, ông ta đang nghiễn cứu hiện tượng lưỡng chiết 
của các †ình thể. Một số tình thể quả thực là có tính chất lưỡng chiết, tmiót số 
khác lại không có. Những tỉnh thể nào là tính thể lưỡng chiết, những tình thể 
náo không phải? Cái khác nhau giữa hai trường hựp này Hà mì? 

Nha vật lí học quan sát các tính thể của mình, còn ta. ta quan sắt hai tập 
HỢP SỐ nguyên tố của ta _ | 

1.7, 0.. vÀ 3 7,lI.19/21.31,. 

Ta sẽ tìm một khác biết đặc IT,HB nào đó giữa hai lần hợp này. Các số 

trang cá hai tập hợp tăng bằng những hước nhảy không đồng đếu. Ta hãy xét 


chiêu đài các bước nhảy này, tức là những hiệu Hên tiếp: 
¬ t3 [7 29 3 7 I1 [9 “3 ải 
" 4 lê 4 3 R 4 § 


Ề Có nhiều niệu bằng 4 và tù cũng thây dễ dàng rằng mất cả các hiệu đếm chu 
hết cho 4, Các số trang tập hớp thứ nhất, bát đầu từ 5. khi chia cho 4 còn dư 1. 
Chúng có dang 4w + Ï với m nguyên. Các số trong tấp hợp thứ hai, bắt đầu bảng 3, 
TP 
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có dạng 4n + 3. Phải chăng, đây là sư khác biệt đặc trưng mà 1ä muốn tìm? Nếu 
ngay từ đầu ta không loại trừ khả nãng này thì sẽ đi tới giả thuyết sau: xổ 
nguyên tổ dụng 41ủ + † đăng là cụnh luyến của tạm giật VHÔNH HEHWÊN;/ xã 
ụivén tổ dạng ân + 3 khẳng phải hà cụnh huyền của mHỘt tAmM giác VHỎNG 
\fHYẺH nảa. 


3, Tống các bình phương 


Hài toán về tam giác vuông nguyên mà ta vừa mới xét một mãt của Hồ 
trong §1), như ta đã nói, giữ một vai trò quân trọng trong lịch sử lí thuyết số. 
Thực tế nó dẫn tới nhiều vấn để khác. Những số nào, bình phương hay không 
phải là bình phương. có thể nhân tích thành tổng hai bình phương? Có thể nói 
gì vẻ các số không thể phân tích thành tổng của hai bình phương? Có thể là 
chúng có thể phân tích thành tổng của ba bình phương, nhưng có thể nói gì về 
các số không thể phân tích thành tổng của bu bình phương”? 

Chúng ta cỏ thế đi xa vô hạn, nhưng - và điểu đồ rất kì điệu - ta không cần 
làm như thế. Basê dự Mêzơriắc (tác giả quyền sách in dấu tiên vé giải trí toán 
học) đã nhận thấy rằng mọi số (túc là số nguyên dương) hoặc là một bình 
phương hoặc là tổng của hai, ba hay bốn bình phương. Ông không có ý định 
chứng mình. Ông đã tìm ra những ẩn ý trong mội số bài toán của Diophante 
dẫn tới khẳng định này và ông tin rắng, nó đúng với tất cả các số cho tới 323. 

Nói một cách ngắn gọn hơn khẳng dịnh của Basẻ chỉ là một giả thuyết tìm 
bảng quy nạp, Theo tỏi, thành tích chủ yếu của ông 1a là cách đật câu hỏi: cần 
BAO NHIÊU bình phương để biểu diễn tất cả các số nguyên” Một khi câu hoi 
này được đặt ra rõ rằng như thể, việc tìm cầu trả lời bằng quy nạp cũng không 
gặp mội khó khăn đặc biệt nào. Ta lập mội bằng, bát đầu từ 


Lci 

2z=1*+1i 
31=1f+L1+#l 
4=4 

3S=átrt] 
6=4+l+l 
7=á+I+1*l 
8=4+ä 

)e<=Ó9 

l=9+1 


73 
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Theo bảng trên, giả thuyết được xác nhận với LŨ con số đầu tiên. Chỉ có số 
# là cần bón bình phương, các số khác được biếu diễn báng một, hai hay bà 
bình nhương, Basẻ đã mở rộng bảng của mình tới 325 và thấy nhiều số cần bốn 
Bình phương, và không một số nào cần nhiêu hơn, Những lân luận quy tập như 
vậy hình như là đã làm cho ông rin, Ít ra tới một mức độ nào đó, và ông đã công 
bố khẳng định của mình. Ông đã Eập may. CHñ thuyết của ÔnE là đúng và như 
vậy ông đã phái mình ra "định lí về bốn hình phương”. Tạ có thể phát biểu định 


I đồ đưới đang sau. 
Phương trình 
Tà HUẾ SE E, 
"n=x+ÿ‡+z + 
với HQ mỘit và nguyên dường bát kỉ luôn luôn cô nghiệm, trong đỏ x, v.z. w la 
HH SỐ ?ÐgWVÊN KhÔng đm, 
Có thể xét việc phân tích một số thành tông các hình phương Khéo quan 
điểm khác. Chẳng han, ta có thể ONDXG cứu số nghiệm của phương trình: 
JF S1: . vễ 


trang đó + và y là số nguyên. Ta có thể chỉ ra đối với + và y các gtả IrỊ nguyễn 
dương tiöặc Lãi cả các g14 trị nguyên, dươnE, ãm hoặc Ö. Nếu ta fj4ñfi Hiệm bài Luàn 
theo cách này và lấy thí dụ ø¿ = 25 thì sẽ tìm được 12 nghiệm của phương trình: 


25=+ ty 
mà cụ thể là những nghiêm sau: 
15=5 +0 <5 +0=02+€ s0 +CXxÈ=- 
.# +3 =(-4)+32=4'+(-3)=<(4) + Ð< 
=32+4 )=(-1) +4 =3ˆ+ (~4)° =3)” + (đjP. 


Ngoài ra, ta có cách mình hoa hình học Hí thú các nghiêm nãy nhưng ta 
không cần xét đến ở đây, Xem thí du 2 


2. Về tông của bốn binh phương lẻ 
lrong số rất nhiều bài toán về tổng các bình phương. tôi chọn môi hải ioắn 
hơi có vẻ giả Eao nhưng rất có ích, 


tớ XI l là một xở Hung, lẻ. Nghiên cứu BẰNG qMY Hạ] xổ HH của 
gu tír122 0 Ï1 th: 


kế) “1 + ¬ 


đu=41 1W +3 +HẺ 


VỚI 1, My = 02 th là những tó dương kẻ, 
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Chẳng han, nếu # = Ï thì ta có phương trình 

dcT + v +??+mP 

và hiển nhiên rằng chỉ có một nghiệm x = y = z = M.= T, Thật vậy, ta không củi 
x#z—l,y=l,z#l ,.wei 

hay 
x=«23,y=al,z= 0 w=Ô; 

1A nghiệm của phương trình vì ta đã giả sử rằng «, y, z, m. Chỉ có thể là những 

sð dương lẻ. Nếu ø = 3 thì phương trình có dạng: 


= 
. 


vũ 


là hai nghiệm khác nhau. 

Để lãm nổi bật điểu han chế đã đặt ra với các số +, v, z, ®ø' ta sẽ tránh không 
dũng danh từ "nghiệm” mà dùng một cách mô tả đặc biết hơn: "cách biểu điển 
số 4u dưới dang tổng của bốn bình phương lẻ”. Vì cách mô tả này đài dòng nén 
ta sẽ rút ngắn nó bảng nhiều cách khác, đối khi ta chỉ đùng môi danh từ "cách 
hiểu diễn ". 


4. Nghiên cứu thi dụ 
| Để đi sâu vào nội đung bài toán, ta hãy xét một thí dụ, Ta chọn ứ = 23: Khi 
dó 4ø = LÔO, và ta phải tìm tất cá các cách biểu diễn của 10Ö dưới đang tổng 
của bốn bình phương lẻ. Những hình phương lẻ nào phù hợp với mục đích này? 
Những bình phương lẻ sau đầy: 

1,9, 25,49, 81; 
nếu 8] là một trong bốn bình phương mà tổng bảng 100 thì tổng của ba bình 
phương kia phải bảng 

KD ~ 81 = 119. 

Những hình phương lẻ nhỏ hơn 19 là ]Ì và 9. Rõ ràng là chỉ có rót khả 
năng duy nhất để biểu điển 19 dưới dạng tổng của ba bình phương lẻ tiếu các 
số hang của nó được sắp xếp theo thử tự giảm dân. Ta có: 

I00=8Ì +9+9+ l1 
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Cũng bằng phương pháp tương tư ta được 
LÁM!= 49+ 49+ [+1 
100= 49+ 25+ 25+ 1 
HU=25š+25+25+25 
Làm có hệ thống, bảng cách đầu tiên tách ra bình phương lớn nhất, ta có 
thể tin rằng ta đã khai thác mọi khả nảng với điều kiện là 4 bình phương được 
sp xếp thcø thứ tư giảm dẫn (chính xác hơn là theo thứ tư không tăng). 


Nhưng nếu ta tính toin đến tất cả các cách sp xến các số hạng thi sẽ có 

được nhiều khả năng hơn. Chẳng han: 
ID= 49+ 49+ 1+1 
=4U + 1+49 ¿ | 
~=4U+Ì+]l:+49 
=#= + 4U +49+1 
=l+4U+]+30 
= 1+ +498+áo. 

Sẩu lông này có những số hang như nhau nhưng thứ tư của các số hàng thì 
khác nhau; theo cách đất bài toán của 1a chúng phải được coi là 6 cách biểu 
điên khác nhau. Môi cách biểu diễn 

IDOJ= 49+ 49+ 1+1 
với các số bạng không tầng là nguồn gốc của năm cách biểu diễn kia và chỉ có 
tât ca sảu cách biểu diễn, C Bng bàng cách tương tự ta có: 





Tôm lại, trong trường hợp ú = Z5 và dự = ID0 có: 12+ 6+ 12+ 1= Ä† cách 
biểu điển của số 4„ = 100 dưới dạng tổng của 4 bình phương lẻ. 
+. Lập bảng các kết quả quan sát 


Qua trường Hợp đặc biết w = 25 trong đồ 34w = TDU và số các cách biểu điễn 
bảng 3]. tí thấy mớót cách rõ rằng ý nghĩa của bài toán. Bây giờ, ta có thể 
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nghiên cứu một cách có hệ thống các trưởng hợp đơn #ián nhất w = I1, 3, 5.... 
cho tới ø = 25. Ta lập một bảng (bạn đọc phải tự lập lấy bảng hoặc ít nhất cũng 
kiểm tra mấy dòng}. 











L5 ‡ + 3i e1+l — 
ã†T | 9airiei 

5 | 20 | 9+9+l+vl 

SEEDi T «Ti x1 
_04+9+09+1 
( 3B |3 28~13) 
¡59 *w#ÐW+xÐ9+” 
75+91+9+Ï 
4 +lI+l1+l 
5+ 25+ +] 
+92 t749 
4)+9+1#+1 
25+25+09+ | 
49+09+9+1 
11769254949 
3 rPn TT 
40+0+90+09 
2i£73+z3 d1 


Ta. 
























Ñf+1+k£| 
49+ 35+90+ | 
¿ca +} + ¿1+7 








BÍ+0+1+l 

| 49+ 25+98+09 

25 | 100 | 81+9+9+1 

#U + 4+1 + | 
đ9+ 25+ 25+ 1 

¿J †23+ 2321 ó3 | 


LÊ 112321 32 54 24 14 0E A4 XE 
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6. Qìuy tắc sẽ như thế não? 
Liêu ta có thể ra một quy luật nào đó, một mối liên hệ đơn gián nào đó 
giữa số w và số cách biếu điễn khác nhau của số 34 đưới dạng tổng của bón 


bình nhương lẻ không? 

Mâm để này là trung tâm của hài toán của ta. Sang mục tiêu sau, ta phải giải 
đáp dược nó băng cách dưa trên những kết quả quan sắt đã thu thập dược và 
được đưa lên bảng. Bảy giờ ta ở vào tĩnh huống của nhà khoa học từ nhiên đang 
CỔ măng rút ra HIột quy lắc hay Tnột công thức nào đồ từ các đư kiện thực 
nghiệm của mình. Lúc này tài liệu thực nghiệm năm trong tay ta gôm hai dây 
sũng song: 


, 7 2 l1} lộ l2 TY Ti số z2 
l 4 6 8 13 l2 l4 734 15 20 31 24 3| 


Đãy thứ nhất môm những số lẻ liên tiếp. Nhưng quy tắc nào chỉ phối dãy 
thự hai? 

Khi cổ gằng tìm cách trả lời câu hỏi này thì đấu tiên ta cảm thấy gần như lã 
tuyệt vững, Dây thứ hài này hoàn toàn không có quy luật nào cá, Nguồn túc 
nhức Lạn của nó làm tá thất vọng, chưa chắc ta đã tu ra được mội quy tắc nào 
đủ. Tuy nhiên, nếu tạ bố qua nguồn gốc phức tạp của nó và chú ý tới cất Ủ 
trước mắt thi có thể dễ đãng nhân ra một tình huống. Có nhiều trường hợp môi 
số hang của đây thứ hai lớn hơn số hạng tương ứng của đây thử nhất một đơn 
vị. Sau khi làm nổi bạt những trường hợp này bảng những số in đâm trane đây 
thứ nhất. ta có thể trình hày dữ Hiệu thực nghiệm theo cách sau; 

LÔ Ẳ8 ñ3 7 WŸ lĩ l1 là !} tt ỉÍ 23 21 
L8 Ô Ñ l3 lệ l3 24 l§ 2U 32 24 31 

Ta chú ý tới những sở mm đâm. Dễ dàng nhận ra chúng là những xở nguyên 
tớ. Thái vậy, đó là rứt cá những số nguyên tổ có trone dãy thử nhất trong bẳng 
của (ta. Nêu ta nhớ tới nguồn gốc của dãy tì nhận xét này làm tá rất ngạc 
nhiền, Fa đã xét các bình phương và không dỉnh đáng #1 tới các số nguyén tổ 
cả. Trang hài toán của ta mà các số nguyên TỔ có một vai trô nào đó thì không 
lạ hay sao? Khó mà tránh được ấn tượng răng nhận xết của ta có một ý ñghTá 
quan irong, rắng sau nó côn có một cải øì đó đặc sắc, 

Tà cô thể nói gì về các số không im đậm trong đây số thứ nhất? Chúng là 
những số l¿ nhưng không phải là số nguyên tố. Số ] đấu Hiên là đơn vị, còn các 
số khác là hp số: 


Le S4 lò 3M. Mi. M bạ ¿ca? ƒZĂ NA: 
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Bắn chất của các số tương ứng trong dãy thứ hai là gì? 

Nếu số lẻ w là nguyên tổ thì số tương ứng bảng w + 1. nếu không phải là 
nguyên tổ thị số tương ứng không bảng + l. Ta cũng đã nhân ra điều đỏ. Ta 
có thể thêm vào một nhận xét nhà. Nếu ø = Í thì số tương ứng cũng bằng Í và 
như vậy là nó nhd hơn w + ?, nhưng trong tất cả các trường hợp khác thì ö 
thông phải là nguyên tố, số tương ứng lớn hơn w + Ì, Nói cách khác, số ứng với 
a, sẽ nhỏ hơn, bằng hoặc lớn hơn ¡ + 1 là tuỳ theo ¿ là đơn vị, số nguyên tổ hay 
Iiợp số, Có một quy luật nào đó. 

Ta chú ý tới những hợp số ở dòng thứ nhất và những số tương ứng Ở 
đòng dưới. 


Có một cái øi khá kì lạ. Các bình phương ở dòng thứ nhất tượng ứag với 
các số nguyên tổ của đồng thứ hai. Tuy nhiến, các quan sát của ta hãy còn quá 
ít, và tất nhiên ta không thể đánh giá quá cao nhận xét này. Ngược lại, dưới các 
hợp số không phải ià bình phương trong dòng thử nhất là những số không phải 
là nguyên tố trong đông thứ hai. 

kết 3x7 
4x6 4x8 

Lúi có một cát gì cũng kì lạ. Môi thừa số ở động thứ hai đều lớn hơn thừa 
sở tương ứng ở dòng thứ nhất đúng một đơn vị. Tuy nhiền, ta quan sát vẫn còn 
ít, tốt hơn là không nên đánh giá quá cao nhận xét này. Dù sao nhân xết của ta 
cũng giống phần nào đỏ với nhân xét trước. Trước kia, ta nhận thấy: 

Ụ 
p+ Ì 
củn hãy giờ ta thấy: 
pụ 
(#ø+ l} tự + l) 
trong đồ ø và ø là những số nguyên tổ. Có một quy luật nào đõ. 

Ta sẽ nhì thấy điều này rõ ràng hơn, nếu ta viết số tương ứng ø¿ bằng 
cách khác: 

(0 + l)(@ + 1?=pqg +ptự+ 1. 
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Ta có thể nhìn thấy những gì ở đây? Có cái gì ấn náu sau các số nự, Ø, ú, 1? 
Dù sao chăng nữa, các trường hợp: 
".- 
l3- ởI 
vẫn chưa được sáng 1ỏ. Thật vậy, các số viết đưới 9 và 25, như ta đã nhân xét ở 
trên, tương ứng lớn hơn 9 + ] và 25 + 1. 
l2eÐUW+ +3: 3lLc2Sý+1+5 

Những số này là những số gì? 

Bảy giữ chỉ cân một Hà sáng nhỏ loé lên là tá có thế kết hợp được những 
nhận xét tản mạn của mình thành mỏi thể chất chế và kết hợp những chỉ dẫn rải 
rắc của ta thành một bức tranh tương ứng đầy đủ: 

j Pự Ụ 35 Ỉ 
+ Ì Pạ tptg+ I UỦU+3+i 25+5+l Ị 

CÁC UỐC SỐ! Dòng thứ hai chỉ các ước số của các số trong đóng thứ nhất, 

Đó có thể là một quy tắc muốn tìm và là một phát minh, phát mình chân chính. 


Si 


Môi xử trang động thứ nhất ứng với tổng cúc ức xở của nỗ. 

Và như vậy là ta đã đi tới một giả thuyết, rất có thể, tới một trong những 
"chân lí mới kiểu diễm nhất” của Gauss (Gaoxd): 

Nếu H là xổ lẻ th† số cách hiển diễn của xổ đu dưới dụng tầng của bốn bình 
pÌhdơng lẻ bằng tầng các ức xổ của w. 


#. Hản chất của phát minh quy nạp 


Khi xét những mục trên (từ 3 đến 6) ta có thể tìm được nhiều vấn đề cần 
phải gHú đáp. 
Tự đi thu được những gỉ? Ta thu được khôn g phải một chứng mình, thâm 
chí không phải một bóng đáng của chứng mình mà chỉ một giả thuyết; mộ: sự 
mà tá đơn giản các sự kiến trong khuôn khổ tài liệu thực nghiệm của ta và rnôt 
niềm hi vọng rằng sự mô tả này có thể áp dung dược ngoài phạm ví tài liệu 
thực nghiệm đó. 

1á đã suy ra giả thuyết nhự thể nào?" Vẻ căn bản, đó cũng chính là phương 
pháp mã những người bình thường hay các nhà bác học làm việc lrong một lĩnh 
vực không nhải toán học đã dùng để suy ra giả thuyết của mình. Ta đã thu thập 
những kết quả quan sất xung quanh vấn đẻ, ta đã nghiên cứu và so sánh chúng, 
ta đã nhân ra một số quy luật rải rác, ta đã dao động, đã do dự và cuối Cũng, ta 
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đã két hợp những clủ tiết tắn mạn thành một thể nguyên ven rõ rằng, có nhiên š 
nghĩa, Bằng một phương phán hoàn toàn tương tự như vậy, nhà khảo cổ đưa 
trên một số chỉ tiết lẻ tẻ trên những di vật có thế phục hồi cả một hoá thạch của 
con vật đã chết, có thể khôi phục những nét chính của nó, Trong trường hợp 
của ta, thể nguyên vẹn mang nhiều ý nghĩá đã xuất hiện đúng vào lúc ta nhân 
ra được khái niệm liên kết thích hợp (các ước số). 


8. Về bản chất của các lí lẽ quy nạp 


Hãy còn một số văn đề. 

Những 1í lẽ này có hiệu lực đến mức đã nào? Câu hỏi của bạn không đảy 
đủ. Cổ nhiên, bạn định nói về những lí lẽ quy nạp dối với giả thuyết đã được 
phát biểu trong §6 của ta. Những lí lễ này tả có thể suy ra từ bảng Ì, §SŠ, Đó là 
điểu để hiểu. Tuy nhiên, bạn hiểu từ “hiểu lực” như thế nào? Lí lẽ có hiệu lực 
nếu né có sức thuyết phục, nếu nó làm chó môi người nào đó tìn tường. Tuy 
nhiên, bạn đã không nói nó phải thuyết phục ai - thuyết phục tôi, hay bạn, hay 
Euler, hay một người mới bát đầu học toán, hay một người não đó nữa? 

Cá nhân lôi, tôi đã thấy những lí lẽ khá thuyết phục. Tôi cảm thấy Lin tưởng 
rảng. Euler đã nghĩ về chúng rất hợp (tôi nhắc tới Euler vì ông đã đi rất gần tới 
chỗ khám phá ra giả thuyết của 1a, xem thí đụ 6.24). Tôi nghĩ rằng, một người 
tnới học toán có biết chút ít nào đó về tính chất chia hết của các số hản cũng 
thấy những lí lẽ khá thuyết phục. Một bạn đồng nghiệp của tôi, môi nhà toán 
học xuất sắc, tuy không biết dến ngö ngách này của lí thuyết số, cũng đã thầy 
những lí lẽ "có sức thuyết phục trăm phần trăm”. 

Vải không quan tâm đến các vn tượng chủ quan. Cúc lì lể qHy tạp chỉnh 
xác và khách guan đã biên hộ niềm tím có lí trí đến nước đã nào” Bạn cho tôi 
một (Á), không cho tôi cái thứ hai (Bì và hỏi tôi về cái thứ ba (CT- 

(A) Bạn chỉ cho tôi những lí lẽ quy nạp: giá thuyết dã được xác nhân trong 
mười ba trường hợp đầu đối với các số 4, 12, 2Ó,.... 100. Điều dó đã hoàn toàn 
rõ rảng. 

(BH) Bạn muốn tôi đánh giá mức độ niềm tin được biên hộ bảng những lí lề 
nảy. Tuy nhiên, niềm tin như vậy phải phụ thuộc, nếu không vào tính thất thường 
và tính tình, thì vào sự ñểu biế¡ của người tiếp thư lí lẽ, Anh ta có thể biết cách 
chứng minh một định lí đã nẻu ra, cỏ thể biết một thí dụ mâu thuẫn làm tốn 
thương định lí. Trong cả hai trưởng hợp này, mức độ niềm tin đã được xác lắp 
vững chắc của anh ta không thay đối do ảnh hường của các lí lẽ quy nạp, Tuy 
nhiên, nếu anh ta biết một cái gì đó dẫn gắn tới chứng mình đầy đủ định lí hay 
gần tới nhủ nhận hoàn toàn định lí thì niềm tin của anh ta côn có thể thay đổi và 
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các lí lẽ quy nạp thu nhận dược ở đây đã tác đông đến lòng tin, mặc dù, tuỳ theo 
tính chất trí thức của anh ta, từ những lí lẽ này sẽ đe ra nhiều múc độ tin tưởng 
khác nhau: VÌ thể, nếu ban muốn cô thốt cầu trả lời xác đình, bạn phải chỉ ra một 
mức đó trì thức nhái dình li trên cơ hai đó đánh 5 giá cắc lí lẽ uy ĐẸP ` Ah nêu Fủ 


ấn, đúụnh sách H mm 008 hsiáp để cơ ủ HẦU trong lí Kiệt xNG 

(Ê) Ban mhiến tôi đánh gui chính xác xem các lí lẽ quy nạp đã biên hồ niềm 
ti có H trí tới mức độ nào. Có lẽ tôi nhái tính nó theo phần trăm của “niềm! tín 
đây đủ? (Ea có thể quy tức rơi "niềm tin đầy đủ” là mức độ niềm tìn xác nhận 
bảng chứng mình toán học dây dù của dinh lí dang xét), Bạn không thích nghe 
rằng những lí lẽ biện hộ cho niềm tin bảng 99% hay 2,875% hay (0000011 
Của niềm tin HN đu” 


Giá sử cho (AJ MỆng lí lễ quy nạp và (Bì môi tân hợp nhất định các sự 
kiện và các mệnh đề đã biết; tính (C} số phần trâm của niềm tìn đấy đủ suy ra 
trội cách có lH từ LAI và (B). 

Ciảt bài toán này có nghĩa là đã làm một việc quá sức sơ với khá nàng của 
tôi. Tôi không biết ai có thể làm được điều đó, không biết ai cú cạn đấm làm 
điều dó. 

Họa Có ThẺ xo xảnh Hường lạm này củu vay luận duy Hạn Trỗi tới LRƯỜNG 
hợp: khác đa hiết nào đã tà như vậy vẽ ddnh má được vức mạnh của lÍ lẻ một 
CWUI xứng suốt, Tạ šo sánh những lí lẽ quy nạp bệnh vực cho giả thuyết của tạ 
với những lí lễ của Base bênh vực cho giả thuyết của ông Ea, 

Đây là giả thuyết của Basê: đối với 0= |, 2,3... 0, phương trình: 

ˆ :, b, ễ: 
H1 th V tr +m 
củ ít nhất một nghiệm nguyên không âm +, y, :, n', bảng lông các ước số của äø. 
Tả thấy rằng, giá thuyết này đúng đối với w = 1, 3,5, 7,.... 25 (xem §2, đãc biết 
là hàng tóm 1ã1). 
Đây là giả thuyết cha Ea: đổi với số w lẻ đã cho, số nghiêm của phương trình: 
Âm = ` + y +: +" 
với các số l€ đương v, y, z, w, bảng tổn : Cúc ƯỚC. sỡ của w. Ta thấy rằng, giá 
thuyết này đúng đối với u = |, 3, 5, 7,.... 25 (13 trường hợp) (xem §3 - 6). 

Tôi sơ sánh hai giả thuyết này và những lí lẻ quy nạp mã các xác nhận 

tương ứng của chúng đã cung cấp về ba phương điện. 
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Sở lần xác nhận. Giả thuyết của Basẻ được xác nhận trong 325 trường hợp, 
côn giá thuyết của tạ chỉ được xác nhận trong l3 trường hựp. Về mắt này, Basẽ 
có ưu thể. 

Đá chính xác của lời tiêm đoán. Già thuyết của Base tiền đoán rắng số 
nghiêm # Ï; giả thuyết của ta tiên đoán số nghiệm đúng bằng một dại lượng 
nào đó. Hiển nhiên là thừa nhận một điểu như thế này là sáng suốt: xác nhân 
một lời tiên đoán chính xác hơn thì khôn ngoan hơn là xác nhân một lời tiên 
đoán kém chính xác hơn. Về mát này, rõ ràng ta có ưu thể. 

Những giả thuyết qanh đuu nhàn. Giả thuyết của Basẽ nói VỆ số tối đa các 
bình phương. M chẳng hụn, cần thiết để biểu điển một số nguyên dương Bất Ki 
dưới dạng tổng các bình phương. Thật vậy, giá thuyết của Basẽ khẳng định răng 
MI— 4. Tôi không nghĩ rằng. Basê đã tiên nghiệm có một cơ sở nào dó để ưa thích 
MI = 4, hay M = 5 hay bằng bất kì giá trí nào khác, chẳng hạn M = 6 hay MI= 7: 
tiên nghiêm không loại trừ cả khả nâng M = # (lẽ rất nhiên MỈ = m Cô nghĩa răng, 
có những số nguyên ngày cầng lớn đôi hỏi số bình phương ngày càng lớn, mới 
nhìn thì M = œ có vẻ là một giả thuyết có khả năng đúng nhiều nhất). Nói vận tát, 
giả thuyết của Basẽ có nhiều đối thủ hiển nhiên. Còn giả thuyết của la không cỗ 
mót đối thủ não, ở trên, khi ta xét dãy số các cách biểu điển (Ÿ6) tạ đã có ấn Hương 
răng không thể tìm được một quy tắc nào cả. Báy giữ dù sao tà cũng đã tin dược 
quy lúc hết sức rõ ràng. Ta khó mà hị vọng tìm dược một quy tác nào khác. 

Một giả thuyết có nhiều đổi thu hiển nhiên sẽ khó được thừa nhần hơn 1a 
mết giả thuyết không có đối thu nào. Nếu bạn cũng nghĩ như tôi thí bạn phải 
thấy rằng, về phương diện này. giả thuyết của tả có ữu thể chú không nhái piả 
thuyết của Basẽ. 

Xin han hãy thấy cho rằng, những lí lẽ bênh vực cho giả thuyết của Bas€ 
nranh hơn về một phương diện, côn những lí lễ bệnh vục cho giả thuyết của 1a 
thi manh hơn về hai phương diện khác và không rên nêu ra những cầu hỏi mà 
không tra lời được. 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHỦ THỊCH VỀ CHƯƠNG TV 
I. Các kí hiệu 
Giả sử n và È là những xổ nguyễn dương và ta vét phường trimh Diaphunle 
(Hiiphang): 
sã 
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... w `¡ à V; ` ? `. ° r* # `.“ &IẬC - H 
7. Giả sử ”,b `. CC và £ và bán bình phương lẻ khác nhan. Để hiểu rõ bảng Í 


1 


11 
12 


sẽ 


* 


Ở §5 hơn bạn hãy vết cúc tổng 


tu +tb két + ể” 4ịd +ự +ud + kh; 
+ } | 3 , 
3+. +Uˆ+c., Si“ +d ad + di. 


>ị hụ : 
3ì xa xi «b”: 
Bằng tcắch hoãn vị các xố hạng, từ một tổng bạn có thể cả bạo nhiều cách 
hiển diễn khác nhau (theo nghĩa ở Š3). 
§ã cách biểu diễn sổ 4u dưới dụng tổng của hồn sổ binh phương lẻ là một 
số lẻ chỉ khi nào w là một bình phương (theo những kí hiệu §3 ta giả sự 
rằng w là lẻ). Bạn hãy chứng mình khẳng dịnh này và chứng tủ rắng né phú 
hợp với giả thuyết §6. Nhân vét này có ảnh hưởng ứì đến niềm tín của bạn 
"do etd thuyết này” 
Hảy giờ giả sử da, bạc và đ là hiêng số nguyên dương khác nhau (chân hoặc 
hả). Ban hãy vét năm tổng ở thí dụ 2 cũng thuê Hưng tổng sau đây: 


6 J dF ~” + /Ễ 9) d" + bˆ 
#idji 3.v cử j0] TH ng 
R] dữ Ind 


Nãy từm xem mỗi trường hợn trong mười mội trưởng hợp này đẳng gáp vào 
R„(H) như thể nào. Tử mỗi tổng, bạn lãy rút ra tất tả những cách bị &k tiến 
cá thể nhữ những nhén tỉnh hiển nhiên sưu: cần bau HÌhiều 0Ÿ thỉ thêm bửy 
nhiều DẺ vào để dưa số số hụng lên tới 4. thay đốt thứ tự và thay thể mội 
tải xổ (có thể là một hay tất cải a, b, c, dd tương ứng bằng các xổ =u, -Ù. 
~„ =d (Hãy kiểm tra các thí dụ trong bảng Hì. 

Hạn hãy nghiên cứu bằng quy nạp xổ nghiÊm nguyên x, y, z¡ m đương, đm 
houặc 1 của phương trình Hh =XT + wỄ TT ng Hãy bắt đầu từ việc vây 
chưng bằng tương tự nh bảng Ì. 

triển theo) Bạn hãy thử sử dụng phương pháp hay kết guả của §6: 

tiếp theo) Dựa vào sự tương tự với §G hay các quan sát bang TH, hạn hãy 
tách ra những lớn xổ nguyên thích hợp và hãy n ghriẻn cứu riêng mỗi lỉn. 
tiếp theu] Hãy tập trung chủ ý uào những lớp mà nỗ lực của bạn chưa 
đem lại kết quái. 


85 


hftps://tieulun.hopto.org 


. [riếp theo) Kỉ 
...... `... 
trong bùng Ï 


..— .. 





htfps://tieulun.hopto.org 


c.. 1X: dc 9 20920 NWGG121020190201902010 2020 20T GP SP ST TY TT T111 1017101792410 212A4 2 cà là S sQ S QAS A 2S VÀ AccAc 














Các số hạng À 
8+1+l1+*+l 
4+4á+4 


Q+Đ9 
)+4+4+1l 
16+1+1+l 
8+9 |] 












0+9+1+1 
Il6+4+1 
g+4+á+3 
T8. 4 jÐdeE 
)+91+4 
9g+9+4+1 
l6+4+4 

Báo 

l6+9 
ló+4x+4+ Ì 
25+] 

lố+ 0+ l 
+9 v4 t4 
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34, Những số nguyên nào có thể và những số nào không thể biểu diễn dưới 
dạng 3x + 5y, trong đá x4 và y là những số nguyên không ảm. 


35, Thứ đoán XezM diledd TT hà Gí » Muối thực định luật nảo, 





Hiểu ngắm rằng x và y là những xố nguyễn không ảm, bạn hãy kiểm tra một 
vỗ dòng, nếu thay cần hãy kéo dài thêm hàng (theo dõi những biến đổi diện 
rụ trong cột cuối cũng khí chỉ cô một trong hai xố a và b biển đổi]. 


26. Những ngay hiểm của quy nạp: 
Bạn lấy nghiêm cửa bằng quy nạp những khẳng định sau đây: 
1J(n~— l1)! + 1 chỉau hết cho n khỉ m là xố nguyên !ố, nhưng khóng chia hết 
cho w khi n là một hựn sẽ 
2] #'Ì ..:Ý chứa: hết cho n khi n là số nguyễn tổ le, nhưng không cha hết 
cho n khí n là mật hợp số. 
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hương V - "`. at 
NHỮNG THÍ DU KHÁC VỀ QUY NẠP 





1. Các biểu thức khai triển 


khi tiếp xúc với những bài loắn thuộc mót loại nào đó, ta cần có những lận 
luận quy nạp thuộc loại nhất định. Trong những lĩnh vực khác nhau của toán 
Học thường gáp một số bài toán đối hỏi phải có những lập luận quy nạn có tính 
chất điện hình. Chương này sẽ mình hoa luận điểm này bằng môi số thí dụ. 
Ta bàt đầu từ một thí dụ tương đối đơn piản. 

Khiut triển hằm xế dc he vở theo [H“ thưa cua à 

Ì=x+x 

Có thể piải bài toán này bảng nhiều cách: Cách giải dưới đây tuy có cổng 
kénh một chút nhưng nó dựa trên môi neuyên tắc đúng đân và người mới học, 
dù kiến thức côn ít, cũng có thể hiểu được nếu biết tông của cấp số nhân: 








# ..Ä | 
l+r+?r ®#? +..= 
L—_# 
Trong bài toán, ta có Khả nàng sử dụng công thức đỏ: 
F | 
E6 <~#” |—x{t—x] 


: _: ' c 
=1 3214 (01:-4t4 4 (II -AXJI éx (t-.Ấ} $..:.® 


È 
=.ì $ ¡ý —Ý. £ 


: 

+ mắt # tt : đài sư +... 
"'.s..J . . 

tử — 5v + 1Ôy = 1# uc 


b . s. `: đi 
++ —=Öy +% lặtC =¿:¿ 


3 ấu 
tết rẻ SA ẤT San MÔ 1n Ấ + £t 4c 


bẠi, 
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Kết quả thật không ngỡ. Mọi hệ số khác Ú có giá trị | hoặc —1. Dãy các hệ 
số rõ rằng là có một quy luật nào đó, quy luật này có thể trở thành hiển nhiên 
hơn nếu ta tính thêm mội số hệ số nữa: 


— =Í +t— x = lạ + ` + xi = . *p Ti + xi + v : 
l_x+x 
Tính chất tuần hoàn! Dãy các hé số có tính chất tuân hoàn với chu kì 6. 
!,1,0.—1,—=1LÓ0 !.1,9.-1-1,8 LH Du 
Lễ lư nhiên là tả hí vọng rằng tuần hoàn này còn vượt ra ngoài giới hạn 
quan sát của ta, Nhưng đó là một kết luân quy nạp hay chỉ là một dự đoán mà 
ta phải có thái độ hoài nghĩ đối với nó. Tuy nhiên, dự đoán này dựa trên những 
sự thật vì thế nó cần phải được nghiên cứu một cách nghiệm túc. Nghiên cứu 
nó, tựu trung là diễn tả nó theo một cách khác. Có một phương nháp thủ vị đề 
diễn tả giả thuyết của ta theo một cách khác. 


l 3 ụ 13 
——.S Ì—+ tử” +1 ”—...+ 
l—Ýte+twW 


Äđ 7 1Ö 13 
+£r—V 4+®Đ(c —=YX A1 —~=::: 


Bay giờ, ta có thể dễ KH: thấy ở vẽ bên phải của đẳng thức có hai cấp số 
nhãn có cùng một công bội -+ˆ má tổng của chúng ta có thể tìm được. Và như 
vây, ghi thuyết được quy vẻ đẳng thức: 

Ì | 1 J3k 
t~x+x? l+x 

Đẳng thức này cố nhiên là đúng. Ta đã chứng mình giả thuyẻt của ta. 

Thí dụ của ta mặc đù đơn giản nhưng lại là một thí dụ điển bình vẻ nhiều 
mát, Nếu ta cẩn khai triển một hàm số đã cho, thông thường ta có thể thu dược 
dễ dàng một số hệ số đầu tiên, Khi xét những hệ số này, ta phải có găng, như 
đã làm ở đây, dự đoán định luậi chì phối biểu thức khai triển. Sau khi đã doán 
nhân được định luật, ta phải cố gắng, như đã làm ở đây, chứng mình nó. Có thẻ 
là rất hợp lí nếu chứng minh theo chiếu ngược lại như ở đây. xuất phát từ giả 
thuyết được phát biểu mội cách rõ ràng, thích hợp. 

Ngoài ra, thí dụ của ta cũng rất có lợi (mà còn điển hình nữa). Nó dẫn tới 
một hệ thức kì la giữa các hệ số nhị thức, 

Ta khóng sơ thừa khi nói thêm rằng, bài toán khai triển hàm số đã cho 
thành chuối đã xuất hiên trong các lĩnh vực khác nhau của toán học. Xem mục 
sau cũng như những thí du và nhân xét đối với chương ÝÌT. 


0Ị 
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2. Các biểu thức gần đúng 

Giả sử E là độ đài của cung elip có cúc nửa trục ø và b. Không có một biểu 
thức dơn giản nào biểu diễn E theo ø và b. Nhưng có thể nêu ra một số biểu 
thức gắn đúng. trong đó các biểu thức sau đây chẳng hạn là rõ rằng nhất : 

P= (4+ 6), P'= 2x (ab) 2 

P và P là những biểu thức gắn đúng, E là biểu thức chính xác đối với cũng 
tột đại lượng - chiều đài của cung clip. Khi z trùng với b, clip biến thành 
đường tròn và P cũng như F' trùng với E. 

P và P sát E đến mức não khi a khác b? Biểu thức rào, P hay P sát E hơn? 
Những cầu hỏi thuộc loại này thường xuất hiện trong các lĩnh vực toán học ứng 
dụng và có một phương pháp được niọi người thừa nhận để giải quyết nó mà ta 
sẽ mô 1ả mội cách đại cương như sau. Khai triển xưi xổ tương đổi (P — EME của 
hiểm thức gắn đúng, theo luỹ thừu của đụi lượng bẻ thích hợn và lấy xế lung 
đâu tủu biểu thức khai rriển (số hạng thứ nhất khác (3 làm cơ sở suy luận, 

Ta hãy xét xem phương pháp này được ứng dụng vào trường hợp của ta như 
thế nào. Han đầu, ta hãy chọn một “đại lượng bé thích hợp". Ta thử £, tâm sai 
của elip; e được xác đính bởi công thức: 

(@ h7} ˆ 


li 


tũ cũi ở là nửa trúc lớn và b là nửa trục nhỏ, Khi ø biến thành b. elip hiến thành 
đường trỏn, se biến thành (. Khi clip không khác đường trön mấy thì e nhỏ. Vì 
thể, ta khai triển sai số tương đối theo luỹ thừa của £. Ta được (sau khi đã bỏ 
tua các chỉ tiếu: 


P-E  ~1.. Pˆ>F sa 
3y xu ok SH TT J~————==e EU %Ẳ°...~ TH nh LÊ TP 


W 


È 64 b 64 


Ta chỉ tính số hạng đầu Liên chứa £”. SỞ hạng này trong cả hai trường hợp 
có bậc 4. Trong cả hai biểu thức khai triển ta không viết các số hang bắc cao 





chứa £”, £”.... Khi £ rất nhỏ (vô củng nhỏ) tức là khi clip hầu như là tròn thì các 

số hạng không được viết ra so với số hang đầu rất không đáng kể. VÌ thế, đối 

với chịn hấu như là tròn thì P sát giá trị thực E hơn P (thật vậy, tì số của các sai 

số tiến dấn tới 1: 3 khi £ tiến đần tới Ú), Và P và P' tiến dắn tới E từ phía dưới: 
EaE~E. 
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Tất cả những điều đó chỉ đúng đối với £ rất nhỏ, đối với những clip gần như 
là tròn. Ta vẫn chưa biết khi e không nhỏ như thể thì phần nào của những kết 
quả này vẫn còn đúng. Trong lúc này, thực tế, ta chỉ biết những quan hệ giới 
han, đúng khi e —+ 0. Khi e = 0,5 hay c = 0,1 ta vẫn chưa biết một cái gì có tính 
chất xác định về sai số của các biểu thức gần đúng đó. Cố nhiên, cái mà tủ cần 
trong thực tiễn lại chính là thông tin về những trường hợp cụ thể đó. 

Thực tế. trong những tĩnh huống này, ta kiểm tra những công thức của 
mình bằng số. Ta có thể theo dõi các công thức đó. Nhưng dấu tiên ta phải 
kiểm tra trường hợp nào? Kinh nghiệm là không nên quên những trưởng hơn 
ngoại biên. Tâm sai £ biến đối giữa những cực trị Ö và 1. Khi  = 0, b = ø và 
elip biến thành đường tròn. Tuy nhiên, bây giờ tá biết trưởng hợp này đã khá rũ 
cho nên tốt hơn là chuyển sang trường hợp ngoại biến khác, Khi e = 1, b = Ö, 
clip biến thành một đoạn thẳng có chiếu đài bằng 22, còn chiếu dài cung của 
nó bảng â+. Ta có: 

E=4un,P =Tứ, P =Ukhie= Ì. 

Ta thấy rắng. trong cả hai trường hợp ngoại biên đổi với e = 1 cũng như đối 
với rất nhỏ, E >P >P'. Liệu những bất đẳng thức này có đúng với mọi giá trị 
của £ không? 

Đối với bất đẳng thức thứ hai, câu trả lời không có gì là khó. Thât vậy, đối 
với 4 > Ù ta có: 

P=n(u+b) >2x(ab)"” =P 
vì giá trị này tương đương với bất đẳng thức: 

(ưa + bỶ >4ahb, 
hay (az=bŸ %0. 

Ta hãy chú ý vào câu hỏi còn lại. Phải chăng bất đẳng thức E > P bao giờ 
cũng đúng? Tất nhiên ta nêu giả thuyết rắng, cái mà ta đã tìm được trong những 
trường hợp ngoai biên (£ nhỏ và e = l) thì vẫn còn đúng trong các trường hợp 
trung gian (đối với mọi giá trị của e giữa Ở và 1). Giả thuyết của ta không dược 
củng cố bắng số lớp các quan sát, điểu đỏ đúng nhưng nó lại được củng cô 
bảng sự tương tự. Về câu hỏi tương tự (đối với P > P') đã được nều ra đông thời 
và dựa trên những cơ sở tương tư thì câu trả lời là khẳng định. 

Ta hãy kiểm tra một trường hợp nào đó bằng số. Ta biết về trường hơn £ 
gần O0 nhiều hơn một chút sơ với trường hợp khi nó gắn 1. Ta chọn cho e môi 
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giá Hị đơn giản sao cho nó gắn Ì hơn là Ở: a = 5, b= 3, £ = 4/5. Đôi với giá trị 
ftiv của E£ (sau khi dùng những bảng tường ứng} tả thn dược: 
E.=2nx 406715. = 2mrx 4.0000): 

Bất đẳng thức E > P đã được xác nhận, Điều xác nhận này đối với giả 
thuyết của ta suy ra từ một khía cạnh mới, từ một nguồn khác và vì thể nó có 
tiệt trong lượng nào đó. Ta cũng thầy rằng: 

(P- El/E =-U,0155, -z'/64 =0,0064. 

Si SỐ tươnE dối nấn bang Ì,5%. Nó lớn hơn rất nhiều so với sử hạng đầu 
trang biểu thức khai triển của nó nhưng lại có cùng dấu. Vì = 4/5 = 0,R không 
phảt là quá nhỏ cho nên nhận xét của ta có Lhể ấp dung vào toàn bộ văn để và 
nó làm ta cảng tỉn vào giá thuyết. 

Các công thức gán đúng giữ mỘt vai Irò quan trong trong toán học ửng 
dụng. Khi muốn đánh giá rối công Thức trong thực tế, ta thường hay tiến hành 
theo cách làm ở rmaục này. “Ta tỉnh số hang đấu tiến của biếu thức khai triển của 
šũi SỐ tường đổi và bố sung kết quả thủ được bằng những kiểm tra hẳng số, 
hãng các phần tích bằng tường tự v.v... Nói tôm lại, bảng những suy luận quy 


Š. Các giới hạn 
Đề thấy các suy luận quy nạp có tác dụng trong mội lĩnh vực khác nữa, ta 
hãy xét bài toán sâu: 


CHỦ) NỨ dự, dại so tại. hh một ly bạt kĩ các xứ dương: Chững tả rằng: 


; | 
Lí S4- KỂ cá: 
lm:sup| -——>*H. | +. 

TẠI k tần 


Bài toán này đổi hỏi mội số trì thức sơ bộ, đặc biết là biết khái niềm "lim 
sụp. hay "giới han trên của một đấy”, Tuy nhiên, đù cho bạn có biết đầy đủ 
khái niệm này bạn vẫn có thể zãp một số khó khán trong việc tìm cách chứng 
minh. Tôi xin khen ngợi sinh viên nào sau vải giờ, có thể tự lực giải được bài 
tOáT] fầiáy, 

4. Cổ gắng bác bỏ 
Ta hãy bất đầu từ những vấn đề thông thường. 


Củ thiết lở gí” Chỉ cá a,„ > , nguài ra không còn gì khác nữa. 
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Kết tuân là cái gi” Trong bất đẳng thức này có e ở về bên phải và giới hạn 
phức tạp ở vẽ bên trải, 

Hạn dd biết một định lí nủa đó cùng loại nhĩ thế chưa? Chưa. Điều này 
chẳng có gì piổng với tất cả những cái mà tôi đã biết. 

Có thể là định lí này đụng. Hay rất có thể bì nó không đúng?” Cổ nhiên là 
nẻ không đúng: Thực tế. tôi không thể tin rằng từ một giả thiết rộng như thẻ, 
chỉ có ¿„ >0, mã lại có thể suy ra một hệ quả chỉnh xác như vậy được. 

Người ta đột hạt bạn phát làm gi? Chứng mính định lí hay là bác bỏ nó. 
Tôi rất muốn bác bỏ nó. 

Bạn có thể kiểm tra mỗi trường lợp riêng nào đó của đHL lí khóng? Có, 
cải đó tôi có thể làm được, 

(Để cho công thúc được đơn giản. ta đạt: 

#44 | `: 


tha # 


và tạ sẽ viết h„ — b thav cho m2, = ®), 
Tôi thử ¿„ =1,với n= ‡,2, 3... Khu đó 


‹ Tài 
„=|[ | = 3” -ym, 


Trong trường hợp này điều khẳng định trong định lí được xác nhận. 
Tuy nhiên tới có thể đặt ¿¡ = 0, ø„ = l, với ú = 2, 3, 4,... Khi do 


* 
h¿= *) =] 1s, 


Đính lí bị bác bỏ rồi! Không, không phải như thế. Giá thiết cho phép 
dị =0,00001 nhưng cấm 2¡ = Ð. Thật đáng tiếc. 
Tôi thử một số khác nào đó. Giả sử a„ = n. Khi đó 
b„ = CS) = h cả] “.ử: 
Lm H. 
Hãy giờ giả sử œ„ = øˆ. Khi đó 


““' | ~ _ 
by | CHẾ HỆ ] -(ix~3~ØÏ „2 


nẺ Ề 1. s8 
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Lại được xác nhận. Lai một lần nữa ¿Ẻ. Vậy thì liệu có thẻ thay thế £ ở về 
phái bằng ¿ˆ được không? Điều đó càng lầm cho định lí thêm mạnh. 

Tôi ta vào thông xổ. Tôi sẽ lấy... Dũng tôi sẽ lấy ứi =¿, ở dây tôi có c, 
nhưng d, = n đối với œ= 3, 3, 4,... khi đồ 


©4(+DÐ1. ƒ, 1l+eeY & 


NHI 2 ¬ 


bị 
L H ị 





H 


| ‡ ¿ bao giờ cũng lớn hơn e vì r = ay > 0. Tuy nhiên, e©!”° cá thể gản bao 
nhiêu tuy Ÿ vì e có thể nhỏ bao nhiều cũng được. Tôi không thể hấc bỏ, tôi 
không thể chứng ininh. 
Chỉ còn mỗi một cách thử. Tôi lấy d„ = Hñ, Khi để [la bỏ qHa THỐU vải 
phép tính): 
se nếu Ö < e< Ì, 


bị 
Dạ = == | —*$£ Trểuc=], 


R 





I£ˆ nếu £ >1: 

L.ai một lấn nữa giới hạn có thể tiến gắn e bao nhiêu tuy ý nhưng bao giờ 
cHñg lớn hơn e. Tỏi không củn cách nào khác để hạ thấp giới han này xuống 
dưới £. Đã đến lúc phải thay đổi quan điểm: 


: - = TÔM K.- # ` 
Ũ. Cũ găng chứng mình 

thực tế, những điều buộc ta phải thay đổi quan điểm cô sức mạnh rất lớn. 
Dưới ánh sáng của những Hí lẽ quy nạp đã tích luy được. triển vọng bác bỏ định 
H rất mừ mút, còn triển vong chứng mình nó đã tương đối rõ TänE. 

Vi thể không còn gì khác nữa ngoài việc bát tay vào nghiên cứu định lí, 
cách nhát biếu của nó, giả thiết của nó, kết luận của nó và những khải niệm 
liên quan với nó v.v... theo quan điểm mới. 

Bạn Cô thể giểm nhẹ pia Huyết (ỨC kháng” Không, tôi không thể làm được. 
Nếu tôi cho a„ = Ú thị kết luận không côn dúng nữa, định lí trở thành sai (ai = Ö, 
tà =Sửi ®HaS:¿ =m Í} 

Ban cả thể làm cho kết luận mụnh thêm lên được kháng? Không được, tôi 
không thể làm nó mạnh thêm lén được bảng cách thay e bảng một sở lớn nào 
đó, vì trong trường hợp này không còn đúng nữa, định lí trở thành sai (eắc thí 
du ở Š4 trước), 
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Han đã xét đến tất cả những khái niêm quan trọng liên quan với bài toán 
chưa” Chưa. tôi chưa xét. Có thể là khó khan iừ đấy mà ra. 

Ban cla£e+ vét những g7” Định nghĩa lim sp. Định nghĩa số e. Limsnpb, là 
g1? Đỏ là giới hạn trên của đãy b„ khi „ — #. 

Số e là gì? Tôi có thể định nghĩa số e bảng nhiều cách. Những thí dụ ở trên 
làm tôi nghĩ răng, định nghia thông thường của e là định nghĩa tốt nhất: 

£ Ì N 
œ= lim | + 2] 
øg.*wÀ H 

Bạn có thể phải biểu định lí theo một cách khác không” 

Bạn có thể nhát biểu định lí dưới mội hình thức để hiểu hơn được không” 

Bạn có thể phát hiểu kết luận theo một cách khác không” Kết luận gồm 
thH?ng gì” Kết luận cá chứa e. Số e là gì? (Trên kia tôi đã trả lời cầu hỏi này rồi). 

Ô, đúng, đây là kết luận: 


hay 


lim su bi >1: 


n—>»zr: đi (m + la 


Tình hình xem ra khá hơn! 

KÌh giả thiết được thoả màn, kết luận có thể là sai được khóng”?” Có, đó là 
vấn để của ta. Tôi đang nghĩ vẻ vấn để ấy. Tôi xét điều phủ nhận, đối lập hẳn 
với cái được khẳng định trong định lí. Tôi sẽ viết nó: 


llg sơn HỆA( + d1) x1. «L1. 
fị--}@G (1 + la, 
Tôi đặt bên cạnh nó một dấu hỏi vì chính điểm này côn nghĩ ngờ. Tôi gọi 


nó là "công thức (?)”. (2?) có nghĩa là gì? Cố nhiên nó có nghĩa là có một số N, 
sao cho: 


H 
kôa SỀ %ôÄA 3-A, 
1t T4, 


?THSLCL L: 
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với giả thiết ø„ > 0Ú; khẳng định đối lập với (?) phải là môi khẳng định đúng - 
đình lí đã được chứng mình) 


6. Vai trò của giai đoạn quy nạp 


Khi xét các chứng mình trên một cách hỡi hợt, ta có thể nghĩ rằng, giai 
đoạn thứ nhất, tức là giai đoạn quy nạp của cách giải (§4) nói chung không thế 
ứng dụng vào giai đoạn thứ hai, tức là giải đoạn chứng mình (§Š) được. Thực 
ra, không phải thế. Giai đoạn quy nạp có Ích lợi về nhiều mật. 

Thứ nhất, khi xét những trường hợp riêng cụ thể của định lí. cuối cùng ta 
đã hiểu được nú và nhân thức được ý nghĩa dầy đủ của nó, Ta đã tin rằng. giả 
thiết của nó có ý nghĩa quan trọng, kết luận của nó là dúng. Sự hiểu hiết này có 
ích trong giai đoạn thứ hai: ta đã thấy rằng phai sử dụng toàn bộ giả thiết của 
nó và phải tính giá trị chỉnh xắc của hàng số. 

Thứ hai, sau khi thấy định lí đúng trong nhiều trường hợp, tá đã có những lí 
lẽ quy nạn mạnh mẽ bềnh vực cho nó. Ciải đoạn quy nạp đã làm tiếu tan mối 
hoài nghỉ ban đầu của ta, nó làm cho tà tín tưởng mãnh liệt vào định lí. Không 
có niễm tin ấy chưa hẳn ta đã có đủ can đảm tìm cách chứng mình mà rõ rằng 
la đây hoàn toàn không phải là một công việc quến thuộc. "Khi bạn In ràng 
định lí là đúng. bạn hãy bất tay vào chứng mình nó” các nhà toán học lão luyên 
đã day thể. 

Thứ ba, những thí dụ mà trong đó công thúc giới hạn đối với e được viết ra 
ngày càng mới, đã có ta cơ sở chắc chắn để đi sâu vào công thức giới han này 
và đi sâu vào cách phát biểu của định lí. Và chính điều đó là bước quyết đình 
trên con đường tìm lời giải. 

Xét về toàn bỏ thì giải đoạn quy nạp đi trước giai đoạn chứng mìỉnh là tự 
nhiên và hợp lí. Ban đầu bạn hãy phòng đoán rồi thì bạn hãy chứng minh. 


NHỮNG THÍ DU VÀ NHỮNG CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG V 


1. Sau khí nhân các chuối 


R¿ F1 Ị 3 | 3 4 
Gì =x.) HỆ Tà ST đc n V đx« 
8) J 4 
: #  Ả La x 
1TCSIII = —+—.—‡i~.—.—† 
1Ð 71132494 5 


bào 
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bạn se Hm thấy mhững xở hạng đâu tiên của hiểu thức khut triển: 
M=ll=x Bỉ lu ^ arf6siiử= x+ sả: +.. 


W} Nldy thm máy xả PM bg ta và hãy thứ dự đoân xem sổ lạng tổng quát xế 
HÌMf thế não. 


h) Hãy chứng tỏ rằng, ý thoa mãn phương trình vì nhân 
Ä toả 
[TW -—wysi 
lá hay dưng phương trình này để chứng mình điều tí th»4H. 


Š, SuuM Èth\[ Nhân các chuối 


) ä 
#12 ` sể 
ế =1 1+ b— +, 
ệ 744 
_Ị 
 VS È 3 
hệ E14. 1 # 
}L ¿03 345 


Ũ 
bạn xế Iừm được những số hạng đầu tiên của biểu thức khu: triển 
# 
sa _ UV | 
y=e.” |: ` < xe x SH TT 
ẳ 
£ 


4) la tính thêm mày xô hạng và thứ đoán xem số lạng tẩn E quất xế như 
thể nào. 


bì Dự doán của hàn nếu đúng vẽ đa tới Ý n ShI rằng y thoả mãn một 
phương trình vỉ phản đơn giản. Hay láp phương trình ví phản này và chứng 
tình điển dư đoán. 


3.. Chuỗi luỹ thừa 


9 35 |225 
f[dl=l+—x +—it-— x0... 
4 64 2s6 Ty túc 


thu mãn phương trinh hàm 
Jlx}= n/Iệt 
l+x 


1 ++: 





Bạn hãy kiểm trà những hệ số hãy, nếu thấy cần hãy các định thêm nưl vhẻ 
Số nữa và tu? đoãn xem số hụng tổng quất sẽ nhữ thể nàa. 
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4. Chuối luỹ thữu 
| 3 3 : | 
f=l+aA+v +ậx +đv +... +?dyt +... 


thua mẫn phương trinh hàm 
& MÃ: F 1 và GA -: đã S2 AÁ©g -. 58 §u.53 
ftl=l+ “U (x)"+3/Ó2/')+3270))] 


Người ta khẳng định rảng, ứ, là số các hợp chất hoá học khác nhau về cấu 
trúc (rượu béo) có cũng một công thức hoá học CUH;„,¡OH. Trong trường 
hợp + = 4 cầu trả lời là đúng. Có úy; = 3 loại rượu CHỤUOH. chúng được 
biểu diễn trên hình 5.1, mỗi hợp chất được biểu điện dưới dạng một “cây ”, 
mỗi C - dưới dạng một hình tròn hay một “nút” và góc OH - dưới dang mũi 
tên: HÍ bị bỏ đi `”. Bạn hãy kiểm tra những giá trị khác của 2ø. 





Hình š.1: (iu hợp chải C HuOÐHi 


: kề ,JJNẺ 
5 bà Ha ng | ,É,0.-1,<t,8 


(*1 Chẳng hạn như “cây ” thứ nhấi tương ứng vớt công thức cầu trúc 


H- lị HH: H 
L ‡ - 
H-.E-E-È-f<=Ð=H (rươu bú ft Ticì 
EU £ | 
H ĐH ¡0! HH 


Chủ thĩch của bản dịch tiếng Ngữ. 
L0I 
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11. /§2/ Xúc định số œ xuu cho biểu thiức: 
P"=uP+(f/i-ø)P' 
củng tuân túng E báu nÌHeu củng tốt đòi với e nhỏ (tức là bắc của vỏ hạng 
dấu củu biểu thiếc khai triển (P*° = ElIE cảng của cảng tất). 
13. (tiếp theo) Nghiên cửa biếu thứa gắn dùng qua P“ theo phương pháp ở 32 
(bằng qHY nạp): 


13. Giả xử chủ xổ nguyên dương p và dãy các xổ dường dị. dạ, dc. dục: 
Chứng mình rằng: 


: " 
Hà, 
lm sup| tôn | >2 LỢI 
nàn q , 


L4. (Hiếp theo} Bạn hãy chỉ ra dãy dị, đại duc thua mãn đẳng thức. 
IS, Giải thích các quy luật đã quan sát được 


Người la thường tu được một phát minh trong vật lỉ học gu hai bước. Bạn 
đâu, người ta nhận Huấy có một quy luát nào dỗ trong các dữ kiên quán sát. 
Sun đó, quy luật này được giải thích như mội hệ giả của HỘI QHY luật 
chưng nào đó. Hui bước nảy có thể cách nhan mội khung thời gian dài và 
chúng có thể dơ những người khác nhau tiển hành. Thí dụ rất rõ ràng vé 
điểm này là Kepler và NeildnH những Quả lui chuyến động của các hành 
tính do Kepler quan xát được và được giải thích bảng dịnh luật hiếp dứn do 
Neuw#on khẩm phá rủ. Trong nghiên cứu toän học Lũng cô một củi gỉ tương 
tự như thể: Và đây là một thí (lM trong sáng nhất. Muốn kiểu thí cự này cán 
có một số trí thức xữ bộ. 

Bảng lôgurit thông thường có bên chữ số thân phản chu 900 định trí, cụ 
thể là định trí của các số nguyên từ {Q0 đến 999. Trước ki quan sắt có thể 
bạm thường nghĩ rằng trong các bảng này ta x€ gặp mười chữ sử t1. 1.2... 
0, với xử lấn gắn bằng nhưu Nhưng không phải thể, với te cách là chữ vĩ 
thứ nhất của định trị, rõ ràng là chúng xuất luện không thưởng vuyÊn nhữ 
nhan. Tùnh những định tị có cũng những chữ xử đâm tiên, tụ được bảng Ï 
than hãy kiểm tra lụi!) txem bững È), 


Ki tết cột thứ hai của bảng Í ta có th ở thấy rằng mọi cập gồm hai số liên 
tiến nhan trong cột đó có HỆ xổ gân nhĩ nhau, Điều đã thúc đấy tạ tính 
những tỉ sở này với nhiều chữ xế thập phản: chủng được ghỉ vào cột cưối 
củng của búng. 
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Hình %2 trình bảy mười bản dai thêu mà mỗi dạt thêu có một hình đơn 
gian xản xếp có chủ kì đục theo đường thông thầm ngàng). Tủ gọi dải thêu 
äy lủ “bảng”. Bạn hãy chọn cho mỗi “bảng” ở phía bên trúi (đánh dứa bằng 
xó) một “băng” ở bén phải (đánh ddu bằng chữ) sao cha ca hai "bằng" 
được chọn có cũng một loại đãi cứng, Ngoài rụ, bụn hãy nghiên Cứu những 
tải thêu mà bạn có thể tìm thấy trên tắt cả cúc loại độ vật hay trên các 
công trình kiến trúu cổ và hạn hãy cổ gẳng chọn các riải thêu đó chờ mỗi 
“hảng” trên hình 5.2. Cuối cùng, bạn hãy lăn một bảng dụnh xách đây đủ 
các loạt đổi xứng khác nhau mà các "băng" cô thể có và hãy mô tả căn kể 
mở? luại đới vững đó. tBụn hãy coi các "hảng” đá dài vỏ tận về củ hai BÌNg, 
tên cúc hình ghép thì như được ldn lại võ võ lần mội cách có chủ kỉ: Hạn xẽ 
thầy rẵng, thuật nẹữ "Liểu đổi xứng” không phải là được định nghĩ mội 
cách hình thức. Bạn sẽ tìm ra cách phẩt thích thích hợp cho thuật ngữ này. 
Đá là phẩm quan trọng của bài taán của hạn). 


" @-G Ý Kệ 


P 


G 


li IEIC2E1 
Này Số: XP Ki Ty 
>> 
VN SN NƯỚN” 
7 2v 





Hinh 5.2. ŠW đói vững cu cầu han 
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17. Bạn hãy tìm trên hinh 3.3 bụi múu thêu có củng một kiểu đất xứng. Hãy hình 
dung tô mán thêu là nhiều máu ghép lại tà hua phút toàn hà mi phẳng. 





Hinh 5-3: Sự đổi vdne của piấy Bội Luôn 


18. Khái: nhau ở cải gì” 
Họt mới sâu CN cút HroNV bộ Chữ [H-HNN: được CHÍ, tHUNH Hăm HhÓM 
HH *uU: 
AM T7 U VỀ W Ÿ 
B8 Ð  E Ấ 
N z 
Hị g 4x 
/UC  djJ L. PP - 
Chủng khúc nhau Ö Lái gí? Có thể Lá một cơ sử đơn giản cho aự phán loại 


HỘI HFCHNH thông” (Bụu hãy cết nằm nhúng trính: 


mứt 


+. 


h 3 Ỷ "`... 
VŒ Vu )ÊcA, ý .+2Y/⁄/. 4 =tta. 


# | h 
# z 


Chủng thác nhan ở cắt g7]. 
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MỘT KHẲNG ĐỊNH TỔNG QUÁT HƠN 


1. Euler 


Trong tất cả những nhà toán hoc mà ta biết ít nhiều về các công trình của họ 
thi rõ ràng Euler là người quan trọng nhất đổi với vấn dể mà ta nghiên cứu. L.a 
bắc thấy của nghiên cửu quy nạp trong toán học, ông đã có những phát mình 
quan trụng (về các chuỗi vô han, trong lí thuyết số và trong linh vực khác của 
tuản học) nhờ quy nạp, tức là nhờ quan sắt, phỏng đoán táo Dao và những xúc 
nhàn sáng suốt, Tuy nhiền, về mãi này, ñgoài EHler, trhững nhà toán học khác, 
lớn hoặc nhỏ, trong công việc của mình cũng sử dụng quy nạp một cách rộng tải. 
Nhưng dấu suo đổi với tôi, Buler vẫn là người duy nhất vẻ một phương 
diễn: ông cố gắng trình bảy mới cách căn thần, H mĩ, ranh mạch các lí lẽ quy 
úp thuộc vẫn để nào đó. Ôñúg đã trình bây tốt cách thuyết phục nhưng chân 
thưc như một nhà bắc học chân chính quen làm. Cách trình bày của ông Hà 
'cách trình bày thành thực những ý nghĩ dấn ông tới các phái mình này” và có 
tiöt sức hấp dân đác biết. Lễ tư nhiên là, cũng như mọi tác giá khác, ông đã cố 
gảng thuyết phục đọc giả của mình, nhưng là một tác giả thực sự xuất sắc, ông 
cố mảng thuyết phục họ chỉ bằng những lí lẽ má chính ông đã dùng để thuyết 
phục mình. 
Muc sau đây sẽ chơ ta thấy Euler đã viết như thế nào. Đoạn hỏi KkÍ dược 
chọn chỉ đôi hỏi một số ít trị thức sơ hộ và hoàn toàn dành để trình bảy về suy 
luãIi Vã QUY HẠP. 


2. Hồi kí của Euler 
Hỏi kí được đẫn ra ở đây trong bản dịch toàn văn, chỉ cỏ một số thay đối 
nhỏ cho dễ hiểu hơn đối với độc gia ngày này. 
PHÁT MINH RA ĐỊNH LUẬÁT LA NHẤT CỦA CÁC SỐ. 
THUỐC V 'Ê TÔNG CÁC UỐC SỐ CỦA CHỦNG 


|. Cho tới nay, các nhã toán học đã cổ gằng phát hiện tmiột trật tự nào đỗ LFOHE 
dãy số nguyên tố. Vã ta có đấy đủ cơ sở để tín rằng ở đây có một bí mật 
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nào đó mà trí tuế loài người chưa tìm ra. Để thấy rõ điều đó chỉ cần nhìn 
vào bảng số nguyên tổ mà một số người đã đày công tìm đến số trên 1Ú vạn 
và họ nhận ra rằng ở đây không có một trật tự, một quy tắc nào cả. Điều đó 
càng dáng ngạc nhiên hơn vì số học đã cho ta những quy tác nhất định để 
kéo đài dãy các số nguyên tổ ra bao nhiều tuỳ ý, tuy nhiên ta vẫn không hể 
nhận thấy mội 1Í vết tích gì về trắt tư cả. Bán thân tôi, cố nhiên, vẫn còn xa 
tữi đại tới mục đích này nhưng tôi đã khám phá ra môi định luật vô cùng 
kì la chí phối đây tổng các ước số của cắc nguyên tố. Mới nhìn thi thầy dãy 
này không có quy lắc nào cá giống như dãy các số nguyên tổ và theo môi 
nghia nào đó dãy này bao hàm trong dãy các số nguyên tố, Định luật mà 
tôi sạp giải thích đây, theo tôi cảng đặc sắc ở chỗ nó có mót tính chất là ta 
có thẻ tin rắng nó đúng mà chưa chứng minh chất chẽ. Dù sao, để hẽnh VỨC 
cho nó tôi sẽ trình bảy những lí lẽ mà cỏ thể coi như gắn tương đương với 
sự chứng minh chặt chẽ. 

Sũ nguyễn tế không có Hốc số nào ngoài đơn vị và chính nó, đó là diều 
khác biết giữa các số nguyên tô và các số khác. Chăng hạn, 7 là số nguyên 
tố YÌ răng nó chỉ chia hết cho đơn ví và cho chính nó. Các hợp số là những 
số mà ngoài đơn vị và chính nó ra, nó còn có những ước số khác. Chẳng 
han số 15, ngoài I và l5 ra côn có các ước số khác là 3 và 5. Một cách tổng 
quải, nếu # là số nguyên tổ thị nó chỉ chia hết cho 1 và pø, nhưng nếu ø là 
hợp số thì ngoài l và p ra, nó côn có các ước số khác. Vì thế, trong trường 
hợp thứ nhất, tông Các tớc số của # bảng Ï + ø, còn trang trường hợp thứ 
hai, tổng đó lớn hơn Í + p. VỊ tôi định nghiên cứu tổn# các ước số của các 
số khác nhau cho nên tôi sẽ đùng kí hiệu ơ{m)' ` để chỉ tôn các tốc số của 
số Ø0. Chẳng hạn, ø(12) chỉ tống các ước số của I2, tức là của những số Ì, 
+,3, 4,6 và 12, do đó ø(I2} = 2B. Cũng bằng cách đó có thể thấy ø(60) = 
lồã, G(IÔU) = 217. Vì đơn vị chỉ chía hết cho chính nó cho nên ø£) = T. 
Sau nữa, Ở (số không) chia hết cho tất cả các số. Vì thế, ø() phải bảng võ 
hạn (tuy nhiên sau này tôi sẽ gán cho nó những giá trí hữu han khác nhau 
tuỷ từng Irường hơn và điều đó là có ích}, | 


+, Sau khi đã xác định giả trí của kí hiệu ơ(ø) như trên, ta thấy rằng, nếu pià 
số nguyên tỏ thị đ(ø) =1 + p. Bên cạnh đỏ, ø(1) = 1 (chứ không phải bảng 
[+ H). Từ do la thấy cần phải loại trừ † ra khôi các dãy số nguyên tố: l là 


(* EPuler lã người đầu Hiên dùng kí hiệu đổi với tổng cắc ước xó Chịu đã dùng kỉ hiển {n ,. thử 


LJ# 


không phải kí Hiện o(n1 như hiến nay 
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số nguyên đầu tiên, không phái là số nguyên tố, cũng không phải là hựp só. 
Tuy nhiền, nếu Hà hợp số thị øứn) lớn hơn [ + an. 


Trong trường hợp này, ta có thể dễ đăng tìm được gí(n) theo các thừa số của 
"n, Nếu ở, b, ©, d.... là những số nguyễn tổ thì dễ đằng thấy rằng: 


ŒÍuh] = Ì + + ồh+ah=(E+u)(1Ls+b) = 0u), o(h) 
Ø(ohc}†=(1+ø)(1 +j}(I +c}= đi). d(b}. g} 
G(uhcd) œ Ø({u]. g(h}. g(}. (4) 


Tạ cần có những quy tác đặc biết đối với luỹ thừa của các số nguyên, ví như: 


G(z }ì=Í +u+ = ——— 


F, Ẩu 1 
{1 }= [+w+aj +ư = 





và tổng quái: 


_š'# “ 





gíư }=- 
‹ = Ì 


Dũng quy tắc nãy, La có thể tìm được tổng các ước số của mới số dù cho nó 
được lân nén bằng cách nào cũng vậy. Ta sẽ thầy điều rày từ công thức: 


G(aˆb) = g(a”).o(h) 
g(ä bˆ) = g(4 ).ơ(b') 
œ(n be) = gín ).aø(b`).o(c) 
và tổng quát: 
G(a “bÊc dŠe?) = (a5). a(b), ơ(chy, o(0S. ơ(°). 
Chẳng hạn, muốn tìm ø(2360), vì 36D có thể phân tích thành các thừa số 
2`.3”.5 nên ta có: 
(36) = ơ(Œ), c(3'). Ø( 3). 
4. Để trình bày đãy tổng các ước số, tôi xin dẫn ra bảng sau đấy ` chứa tổng 
các ước số của tãi cá các số nguyên từ Ì đến 99. 





{*; Sö phi ở giao của dòng số ÑÖ với CÔI số 7 là m{[67]: Mếu m là số nguyên tổ thì œứ?} được 
đậm. Hắng đã được rúi gòn s0 với nguyễn bàn, 
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3. 


LiÖö 





bề E1 
21201180] 3s] 







_ _ Jị _90 
| 90 | 234 | 112 | 168 | 128 |144. i20 252 mn 156. 


Mhin qua đãy các số này có lẽ ta sẽ thất vong. Không có hị vọng im ra mi 
tÍ trật tư nào cả. Tính thất thường của các số nguyên tổ đã quán triệt sâu sắc 
háng này thành ra nếu ta không biết định luấi chỉ phối dãy bản thân các số 
nguyên tế thì ta đành phải thừa nhân rắng không im đầu ra được định luậi 
chi phối đãy các số này, Dãy số ở trên hình như còn bí hiểm hơn cả dãy các 
số nguyên tLó. 
Mặc dù vậy, tôi đã nhận thấy rằng dãy này tuân theo mới định luật hoàn 
toàn xác định và có thể coi nó là một đãy truy toán. Cách diễn đạt toán học 
này có nghĩa rằng mỗi số bang có thể tính được theo các số hạng lrước 
bảng một quy tác không đối nào đó. Thât vậy, nếu g(n) là một số hạng nào 
đó của đãy nãy, còn gÍn—1}, g(n—=2), gín~3), đ(n-4}), g{n—=5}... là những số 
hạng đứng trước nó thì tôi khẳng đình rằng, báo giờ cũng có thể tính được 
giả trị Ø1) theo mội số số hạng đứng trước nó nhờ công thức sau: 
đÍn] = đÍn—~-Ì} + đín-2] — đ(ñ—5] - gÍh—7} 

+ g(n=12}] + d(0=15) - d(n~22) - đ(n—26]} 

+ g(m-35) + gdín 40) ~ ơg(n—51) ~ g(n=57] 

+ g(m- 70] + dÍw-77} = g(n=92}= ơ(n=TI00) +... 
Ta phải nếu những nhân xẻ! sau đổi với công thức này: 
L- Các đầu + và —- ở vẽ phải công thức xen kế nhau từng cập môi? 

ơ(1)=ø(0)=1= I 


ơ(23)=øơ(1+ø(0=1+3<3 
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(3)= (2) + ơ(l)=3+ Ì =4 

q(4) = g(3)+ ơ(2)= 4+3 =7 

ø(5)= ơ(4}+ ơ(3) - ơ(0)= 7? + 4-5 =6 

g(6) = (5) + ơ(4) - ơ(1)=6+7- 1=12 

q(7) =ơ(6) + ơ(5) - ơ(3) - a(U) = 12+6-3—-7=E 

g(8) = d(7) + ơ(6) - g(3) - ø(l]=Ä + 12-4-—-l= 15 

ø(9) = ơ(8) + ơ(7) - ơ(4) - ơ(23)= l5 +§—-7—3= l3 

ø(10]= ø(9) + ơ() - ơ(Š5) - œ(3)= I3 + I53—6- 4= l§ 

Ø(11) = ø(10) + ơ(9) — g(6) —- ơ(4) = 15 + 13— 12-7 = I2 

đ(12) = ø{11) + ø(10) - ø(7) - ø(Š) + a(0) = 
=Ẩ12+18-B-0+l2=2š 

g(13)= (123) + (1 1} — ơ(8) — ø(6) + ơ(]) 
=28+lI2—-15-l2+1=l4 

G(14) = ø(L3) + ø(!2)— (9) - œ(7) + dơ(2) 

I4+28-13-8+3-=24 

g(15) =< g(IH4) + ø(13) - ø(10) — a(§) + ø(3) + (0) 
=34 + l4á- IR-l15+4+!15=24 

gÝ18) = öø(L5) + ø(14} - ø(11)— ø(9) + ø(4) + ơ(Ï) 
=34+24-12-13+7+]=3l 

(17) = œ(161 + ø(15) — (12) - g10) + ơ(5) + ơ(2) 
=31+24-28—IR+6+3=l§ 

(15) = (17) + ø(16) - ø(l3) - ơi l) + ø(6) + ø(3) 
=IR+3l - l4- l2+ 12+4=33 

(19) = (18) + ø(17)— ø(l4) - (12) + (7) + ø(4) 
=139+18—234-2R+#+7=20 

(201 = (19) + ø(18) - (L5) — g(13) + ø(Ã) + (5) 
= 20 + 30 - 24- 14+ 15+bB=42 


II - Định luật của các số 1, 2. 5, 7, 12. 15„.. mà ta phải tính từ số ñ đang 
xét sẽ trở thành rõ ràng nếu tá lấy các hiệu của chúng. 
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Các s01, 2,5, 7.12. 153,22, 20, 43,40/3531.7?U0,77.92, LGÙ,.. 
Các hiệu 1,4,2;53,43.7,.4.9.5.1,6,13,7,15/8.,. 


Ở đây ta thấy tất cả các số nguyên 1, 2, 3, 4, 5, 6,... và các số lẻ 3, 5, 7, 0, 
11,... xen kẽ nhau và vì thế ta có thể kéo dải đấy E4 SỐ Hãy rũ tai mãi, 


IH - nật dù Phi là” vớ lún TEE tiểu bào hủ Muc la cHI tuyết Wc 


đương 3 và la bỏ Œ đối với àiH0ÿ giá IT] Am. 
V - Nếu trong công thức ta gặp kí hiệu œ(Ú) thì, vì bản thân giá trị của nó 
là vô định, ta lấy số nø được xét để thay cho ø(0). 


6. San những nhận xét này, ta có thể để dàng áp dụng công thức vào mới 
Irường hợp riêng đã cho và như vậy ai cũng có thể kiểm nghiệm để thấy 
rãng nó đúng bàng cách lấy bao nhiều thí dụ cũng được. Và vị tôi không 
thể chứng rmìinh nó một cách chặt chẽ nên tôi phải biến hồ cho nó băng 
nhiều thí du (ở trang trước]. 


Tôi nghĩ ràng, những thí dụ này cũng đủ để buộc mới người hỏ ý nghĩ chủ 
rằng công thức của tôi chỉ phù hợp với chân lí một cách ngẫu nhiên đơn thuần. 


7. Sụng, vì trong những thí dụ đã xét chỉ có sáu số đấu (rung các số 1, 3,5, 7, 
12, 15, 2Z2,... mà ta phải tính nên ai đó còn có thể nữ ngờ rắng khu chắc 
định luật mà tôi nẻu ra đã đúng với các sở khác. Hgoài các số nói trên. Như 
vậy, định luật này hãy còn chưa đủ vững chắc, cho nén tôi xin dẫn ra mãy 
thi dụ với các số lớn. 


1~ Cho số TÚI, tìm tổng các ước số của nó. Ta có: 
G( 1011 = gø(100) + ø(99) — ø(96) — o(04) 
+ 0(59) + gơ(Ä6] + o(79) - n(751 
+ ø(06) + (61) + a(50) - m(44) 
+øÍ31!+ (34) + o(8) ~ ø(1) 
=2]7+ 156 - 252 - 144 + 
+90 + 132- 8Ö — I24+ 
+ 144 +62 - 93- R4 + 
+32+060—-13- | 
= R03 - 701 = |02 
và từ đó cú thể kết luận rằng 101 là số nguyên tố, 
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Iï- Cho số 301. tìm tổng các ước số của nó. Ta có: 
Hiệu | 3 ốc ca 
(301) = ø(300) + ơ(299) - d(236) — (394) + 

3 7 Ả , 

+:0(801+ o7196}- đ(2791—= (2175) + 

5S II Ô 13 

+ g661 + ơ(2611 ~ (250) ~ œ(234) + 

F 15 ễ 17 

+ øi23I + ø(2234)- a(209)— ø(2U1}+ 

ụ ¡8g 10 3] 

+ gø1RÄT + ø(175}- ø(156) = oi l461+ 

l3 27 tả 

+ (54) + ø(41) - g(141~ (0). 
Qua thí dụ này, ta tiấy rắng dùng các hiệu, có thể kéo dài công thức kìu 
căn, Sau khi thực hiện các phép tính, tà được: 

œ(301) = 40939 - 4587 = 35¿., 
Từ đó, ta thấy rằng, 3Ù1 không phải là số nguyễn tð. Thải vậy 301 = 7xả3 
và La có: 
(011 = ø()xø(43) = 8x44 = 352 

như quy tác của ta đã chủ thấy. 

8. Những thí dụ tôi vừa xét ở trên đã làm tiêu tan mọi mối nghỉ ngờ rắng công 
thức của tôi chưa chắc đúng. Tĩnh chất tuyết mĩ này của các số CânE đáng 
ngạc nhiên ở chỗ 1á không cảm thấy một mối Hiến hệ có lí nào #}ữa cấu LrÚC 
của công thức của tôi và bản chải của các ước sử với tổng mà 1a vừa xét, 
Däy các số Ì. 2, 5: ': (2. 15.... hình như là không liến quan gì tới vấn để 
đang xét. Hơn nữa, vĩ định luật của các số này "đứt quãng từng hồi” và thực 
tế chúng là mốt hôn hợp của hai đãy có quy luật đếu đăn: 1, 5, 13, 22, 33, 
31... và 2, 7, 15, 26, 40, 57,... tà không thế hi vọng ñm thấy tính châi 
không đếu đán đỗ 1ronE giải tích. Việc không chứng rninh được còn lam 
chủ ta ngạc nhiên hơn nữa bởi vì hầu như hoàn toàn không thể khám phá ra 
được tính chất đó, nếu nhúi không dựa vào inôt phương pháp vững chắc nào 
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đó có thể thay thế cho phép chứng mình chặt chế. Ta thừa nhân rắng không 
phải thuận tuý ngấu nhiên mà tôi đi tới phát mình này nhưng một mệnh đề 
khác đã mở ra con đườn g đi tới tính chất tuyết mĩ này, một mệnh để khác 
cùng Hnh chải mã ta phải thừa nhận là đúng mặc đù tôi không chứng mình 
được nó. Và mặc dù ở đây ta xét tính chất các số nguyên, trong đó phép 
tính các vô cùng bé không thể áp dụng được, song tối đã suy ra được kết 
luận của rnình nhờ các phép lấy vì phản và một số mưu mẹo khác. Tôi chúc 
I8 một người nào đỏ tìm ra con đường ngắn hơn, tự nhiên hơn và có thể 
là, việc xéi con đường mã tôi đã đi ở đây sẽ có chút ít có ích nào đó. 
Nhiều nằm về trước, khi xét sư phân hoạch các số tôi đã nghiên cứu 
biểu thức: 
( =+}Í{Í~ vì (} ~ W.. h r} (Í~ r f1 « x1 (1 - L) (] —  }... 
trong đỏ tích được coi là vó hạn. Để thấy kết quả là một chuỗi loại nào, 
thực tế, tôi đã nhàn một số lớn cúc thừa số với nhau và Iìm được: s 
[:cếi ki kuệt cai co 5 go V35 à VẤP o1 ẤR-JAU cac, - 
LJây các số mũ của luy thừa + trùng với đây các số có trong công thức đã dẫn 
rũ ở trên; các dấu + và - xen kẽ nhau từng cặp miột, Chỉ cần thục hiền phén 
nhân này và kéo dài nó bao nhiêu tuỷ ý để thấy rằng chuỗi này lã đúng. Tuy 
thiện, tôi không có mi lí lễ nào khác để chứng mính chủ điểu đỏ ngoài 
phép quy nạp đài mà tôi áp dụng khá xa đến mức không có cách não làm lôi 
có thế nghỉ ngữ định luật chỉ phối sự hình thành các số hạng này và các luỹ 
thừa của chúng Trong môi thời gian đài, tôi đã tim cách chứng mình chăi 
che sư bằng nhau giữa chuỗi này và tích vò han (1 — +} (1= x') (1 .. 
đã viết ở trên và tôi cũng đã trình bày vấn để này với một số ban hè mà khá 
nâng của họ về mất này thì tôi đã biết trước. Nhưng tất cả những người ấy 
đếu đồng ý với tôi rằng, phép biến đối tích này thành chuối là đúng, mắc 
dù không một người nào Hm ra được chiếc chìa khoá dể chứng minh. Như 
vậy, đây lá một chân lí đã nhân thức dược nhưng vẫn chưa được chứng 
minh, riểu ta đặt; 
g1 =2) <4 <x)q=iqd «ra -zÊ.. 
thì có thể biểu điền đại lượng + này bằng cách sau: 
P, .lÐ...A....SĐ 3Đ 4É. -đÓ 


, 5 | : 
Xi 4n K SE MA HÀ HỆ se KT ĐA cˆ ï tà 


VÌ] môi người chúng tá có thể tin vào chăn lí này sau khi đã nhân môi số 
lớn bau nhiêu tuỳ ý các thừa số với nhau và hình như không thế là định luâi 
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đã được thoả mãn với 30 số hang chẳng hạn lại không được thoa mãn với 
sở các số hạng sau. 

Vì bảng cách đỏ ta đã thấy hai biểu thức vô han này bảng nhau mặc dụ 
không thể chứng mình được điều đó, tất cả các kết luận có thể suy ra từ dó 
cũng sẽ có cùng một hản chất, tức là sẽ đúng nhưng không chứng mình 
được. Hoặc là nấu cỏ thể chứng múnh được mội trong những kết luận này 
th có nghĩa là ta đã có chiếc chia khoá để chứng mình sự bằng nhau đã. Và 
với ý đồ đó, tôi đã văn dụng nhiều phương pháp khác nhau vào hai biểu 
thức này và bằng cách đó, bên canh những phát mình khác, tôi đã di tới 
phát minh mà tôi đã giải thích ở trên; vì thế, phát mình đó cũng như Sự 
bảng nhau giữa hai biểu thức vô hạn này phải đẻu hiển nhiên đúng. Tôi đã 
lầm như sau. Giả sử đã cho hai biểu thức sau đây bảng thấu: 

¿ tUziðgH can =4Ð)ttxa50L-®u<i#gqs 


Ma. Š + la ¿.... số... đó dị 
tủa g SP) Q ~#! AE, HỦ (AE ác n2) lở chế, oi ng VÁi, „Vy ở: 


„.†‡—=rx 
Tôi rảnh các thừa số ở biểu thức thứ nhất bảng cách lấy lỏgarH: 
Ine = In(1 — 9) + HT ~ v2) + ĐI = š) + En(E — x1 + .. 


Để tránh các logari, tôi lấy vi phân và dược đảng thức: 


£@ đA l=x 1~-x 1~x? l.x Cố 1# 
hay: 
*% : bị =..S 
x X 2v” 1x 3x Šx 
ft: aY l—x Ì=x l—# L£ẾP 1£ 


Từ biểu thức thứ hai đối với s dưới dang chuối võ hạn. ta được tiệt giá trì 
khác của chính đại lượng đó: 

tử: X+ 2x+ˆ° =—%r” — 13 °+12v `” + lấx” — 33x” - 26x” #. 

in Ko, vi về 4 l4 g ho k Riacu VỀ? cà: PP de 
Tu đái: 

_ XS _- : 
úy 

(Ủ trên ta có hai biểu thức đối với dại lượng ï. Trong biểu thức thứ nhất, tôi 
nhân tích mỗi số hạng thành một cấp số nhân và tôi được: 
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Ẹ. & kì ¬ Ì 
†=t+x *ứ%x + v ', Ä + ` + + e +... 
"`... = Ñ " 
+3 +71Ọ +ậtc +jt +... 
3 5 
+ặct + +. có. 


ä 
+ấắt “âu lá: 


Ôj dây, ta dễ đàng thấy rằng, mỗi luỹ thừa š xuất hiện bao nhiêu lần thì số 
mũ của nỗ có bấy nhiêu ước số, môi ước số xuất hiện với tư cách là hệ số 
của chH1g mội luý thừa +, Thành thư, nếu ta tấp hợp những số hạng có 
những luy thưa piông nhau thì hệ số của mới luy thừa + sẽ là tổng của các 
tức SỐ của số mũ của luỹ thừa. Do đỏ, nếu dùng kí hiệu œ(n} đã được đưa 
vào ở trên đổi với tổng các ước số của ø, tôi được: 
lì Ä 
r=ø(l}t+ g()x2 + d1) + ø001” + ø(50x” +. 
tình luật của chuối đã hiển nhiên. Và mặc dù phép quy nạp có tham gia 
vào việc xác định các hệ số, ta có thể dễ đăng in rằng, định luật nãy là mỗi 
liệ quả tất yếu. 
Lẻ. Do việc xác định r, công thức cuối cùng trong TÚ có thể viết như sau: 


| }Đ. Ẩ:. 3 t2 ma ca 
WI~x~1 33 +1 =A<k ha + 


— 14-11 154°174Ì-12xy!?—1sv”+22x?:236x? —„= 0. 
Sau khi thay ? bằng giá trí ta vừa thu được ở cuối LÍ. tn có: 
I= (1x + d0” + nG)C + a1 + nŒ + g(6UẾ 4... 
-# = 8Ñ MỄ = gỠjt ~ g(31 ` + g(4x +80ẲN +. 
~ 81” = d(1J£ˆ~ g(2 MỞ + o3) + (4 - 
+ãÄx + t(Í}t +... 


Hằng cách rui gọn những số hang đồng dạng, ta im được hệ số của mọi luỹ 
thừa + đã cho. Hệ số này có nhiều số hane. Trước hết, có xuất Hiện tổng các 
ỨC SỐ CHả SỐ imuU của luỹ thừa v rồi đến tổng các ước số của máy số nhỏ 
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hơn mà ta có được bảng cách trừ liên tiếp I, 3, 5, 7, 13. 15, 22, 26,... vào 
số mũ này của luỹ thừa. Cuối cùng. nếu số mù của luy thừa thuộc vẽ day 
này thì tự nó sẽ xuất hiện. Không cần thiết phải giải thích một lần nữa các 
đầu của các số hạng vừa mới tính được. Do đó, nói chung, hệ số của x sẽ là: 

LH} — đ(n—1} — dứI1~2) + đ(n-Š5) + ơ(1—7) - gÍn—-Ì2}—=pø(m—-Ì5)+... 
Cứ tiếp tục như vậy chừng nào mà số dưới dấu sipma vẫn còn là số không 
ãm. Tuy nhiên, nếu có xuất hiền số hang ơ(0) ta nhái thay nó bảng +. 


13. Vĩ tổng của chuỗi vô hạn xét trong mục 12 báng Ö cho nên dù giá trị của + 
là như thế nào chăng nữa, hệ số của mỗi luy thừa riêng lẻ của x cũng phái 
bảng 0Ö. Đo đó, ta được mót định luật mà tôi đã giải thích trong mục 5 ở 
trên. tức là định luãi chỉ phối các tổng của các ước số và nó giúp ta tính 
bằng cách truy toắn các ước số của tất cá các số, Trong kết luận trên, ta có 
thể tìm được môi cơ sở nào đồ cho các đấu, một cơ sở nào đó cho dãy số: 
I2: 3. 42. 1á; 13:22:40; 43.40,51,3¿. 1U, /7.: 

và đắc biết là cơ sở cho biết vì sao Ea phải thay chính số ð cho ø(Ô) và điều 
đó có thể là tính chất kì lạ nhất của quy tắc của tôi. Suy luận rrày tuy chưa 
phải là sự chứng minh đấy đủ nhưng tuyết nhiên không gây ra một nghi 
hoặc nào đổi với đình luật kì la mà tôi đã giải thích ở đây. 


3. Chuyển sang quan điểm tổng quát hơn 


Bài của Euler đẫn ra ở trên vỏ cùng cỏ ích. Từ đó, ta có thể rút ra nhiều 
hiểu biết vẻ toán học, hay về tâm lí học của sư phát mình hay về các suy luận 
quy nạp. Những thí dụ và những nhận xét ở cuối chương này sẽ giúp tá nghiên 
cúu một số quan niệm toán học của Euler nhưng bãy giờ ta muốn chú ý tới suy 
luận quy nạp của ông. 

Định lí mà Euler nghiên cứu đặc sắc về mấy phương diễn và đến bảy giò 
vẫn có giá trị tuán học to lớn. Tuy nhiên, ở đây ta quan tâm đến nội dung toán 
học không nhiều bằng quan tâm đến những lí lẽ đã buộc Euler tin ở định lí này 
khi nó vẫn chưa được chứng mình. Để hiểu rõ hơn bản chất của những lí lẽ này, 
tôi sẽ không chú ý đến nội đụng toán học trong hồi kí của Euler mà chỉ nêu lên 
tốt lược đồ, nhấn manh một số phương điện tổng quất của suy luận quy nạp 
của õng. 

Vì ta bó qua nội dung toán học của một số định lí mà ta phải xét cho nén 
để cho tiên lợi, ta sẽ kí hiệu chúng bảng các chữ cái T, T*, Cị, Cs...., C: K5. 
Độc giả có thế hoàn toàn không cần biết đến ý nghĩa của những chữ cái này. 


117 


hftps://tieulun.hopto.org 





Nhưng nếu bạn muốn lm kiếm chúng trong hối kí của Euler thì đây là chỉa 
khoá. T là định lí 
độ vụ 1 ẳ , Ai 7 1 jã 
Le #†ŸlL —=# }TŸ-ƒẶÝY |... ##i =VXSÃNK6S :4#*dÐ kg SA S8 +... 

Định luật của các số Í, 2, 5, 7, 13, 15,... đã được giải thích Hong Š2, mục 5, Ì Ì. 

Œ„ là mệnh để khẳng định rằng các hệ số của x„ ở cả hai về của đẳng thúc 
trước là như nhau. Chàng hạn, C¿ kháng dịnh răng, sau khi khai triển tích ở về 
trái của đẳng thức, hệ số của +” bằng 0. Chú ý rằng C„ là hệ quả của định lí TT. 

C„; là đăng thức 

(1) = G(H=l}-t g#-ä4}—= (=5) g0ím- 7}+..: 
đã được miải thích tỉ mĩ ở §2, mục 5. Chẳng han, Cụ; khăng định rằng: 
i61 =< dÍ5} + (4) — ơ(Ï) 
Í* là “định luật kì la nhất" kháng định rằng, tất cả CÝ CÝ, C¡,... là đúng. 


Chủ ý rằng €„« là hệ quả (trường hợp riêng) của định 1í T*. 


đ. Lược đỗ hồi ki của Euler 


Định lí T có tính chất là ta có thể tn ở sự đúng đân của nó trong khi chưa 
đưa ra môi chứng mình chất chẽ. Song do lợi ích của nó, tôi xin trình bày 
những H lẽ mà tạ có thể coi gần như tương đương với sự chứng mình chặt chẽ, 

Định lí T bau hàm võ số các trường hợp riêng Ú;, C¡, Cạ... Ngược lại. tập hợp 
vũ hạn các trường hợp riêng C;, €›, C,... tương đương với định lí T. Nhờ môi 
phép tính đơn giản, ta có thể biết Ở, có đúng hay không. Mội phép tỉnh khác cho 
biết Cạ có đúng hay không và bằng một phép tương tự như vậy đối với C¡ v.v... 
Tôi đã làm những phép tính này và thấy tất cá Cị, Cạ, Cạ.... Cao đều đúng. Chỉ 
cắn thực hiện những phép tính này và kéo dài chúng ra xa bao nhiêu tuỹ ý để lín 
tàng, dây được kéo dài võ hạn này là dúng. Tuy nhiên, để làm điều đó. tôi không 
củ mốt lÍ lẽ nào, trừ phếp quy nạp mà tôi đã án dụng mãi đến khi mà tôi không 
thể nghi ngỡ tí nào vào định luật mà Cụ, Ca, Cà... là những trưởng hơn riêng. Tôi 
đã tìm cẩn thân và lâu dài cách chứng mình chặt chẽ cho định líT và tôi đã trình 
bày vấn để này với mội số bạn bè mà tôi biết rõ khá nàng của họ về mãi này 
nhưng tất cả đếu đồng ý với tôi rắng định lí T là đúng mặc dù không một người 
nào tim được cách chứng mình. Như vậy, đây là một chân lí đã nhân thức được 
nhưng chưa chứng mình được vì rằng mới người chúng tôi đều khảo nghiêm 
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được chân lí này bằng cách tính thực tế một số lớn bao nhiêu cũng được các 
trường hợp C¡, Cạ, C¡.... và hình như không thể xảy ra là dịnh luật được thoả mãn, 
chẳng hạn với 20 số hang, lại không được thoả mãn với những số số hạng sau. 

Vì bảng cách đó. 1a thấy rằng định lí 7 là đúng mác dù không chứng mình 
dược nó, tất cả những kết luận có thể suy ra từ nó có cùng một tính chất là 
chúng đều đúng nhưng không được chứng mình. Hoặc là nẻu có thể chứng 
mình được mội trong những kết luận này thì ngược lại có thể tìm được cách 
chứng mình định lí 7. Và chính với ý đồ đó, tôi đã văn dung nhiều phương 
pháp khác nhau vào định lí 7 và bên cạnh những phát mình khác, tôi tìm thấy 
đỉnh lí T*, định lí này cũng phải hiển nhiên đúng như định lí 7 vậy. 

Cúc định IÍT và T* là tương dương, tả bai hoặc đều đúng, hoặc điểu không 
đủung, Chúng cũng đứng vững tới nhan hoặc Cũng SP - VỚI tan. Trương tr 
nhữ(T, định H T* buo hàm vô sẽ trường hợp riêng ý: Éy: €a và dãy cặc 
trường lrợm riêng này trương đương với định lí T*. Ợ đảy, phản tính đơn giản lại 
một lần nữa chờ thấy rằng & có đúng hay không. Bằng cách tương tự có thể 
xác định được Cš có đúng hay không v.v... Dễ đầng ứng dụng định lí 7'* vào 
toi trường hợp riếng đã cho và như vậy. ai cũng có thể khảo nghiệm răng nó 
đúng qua bao nhiêu thi dụ mà ta muốn cũng được. Và vì tôi phải thừa nhân 
rằng minh không thể chứng minh được nó một cách chặt chẽ cho nên tôi phải 


dùng một số lớn các thí dụ Cỷ, Œj, Cj7,... C¿¿ để biện hộ cho nó. Tôi ngÌ, 
những thí dụ này cũng đủ để buộc mọi người phải từ bỏ quan niệm cho răng 
quy tắc của tôi chỉ phù hợp với chân lí một cách ngẫu nhiên đơn thuần. 

Nếu còn có người nghi ngờ rănp. định luật chỉ vén vẹn như tôi đã nếu ra, 
tôi xin dẫn ra một số thí dụ với các số lớn. Bảng cách kiểm trư tỏi ta thủy trắng 
` ở Cụ dở đứng và như vậy, !ôi dã thấy định HT là dụng HẸay tt VIỐT 


nhữnu trường hợp khác xa với những trường hợp mà tải ẩd kiểm nghiệm trước 
iu. Những thí dụ mà tôi vừa phân tích sẽ đánh tan mọi mỗi hoài ngÌH có thể có 
về các định lí và 7T* đúng hay sai. 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHỦ THÍCH VỀ CHƯƠNG VI 


Sau khí khám phả ra "định luật kì lụ nhất của cát sở”, Euler dã "rất ra kết 
luận của mình nhờ phép ví phân và mật số nuấắt mea khác” mặc du _*i tinh 
uc và củng bộ hình nhh không thể áp dụng vào các xã nguyên", Để hiểu 
Jiddng phúp của Euler, ta hãy ấn dụng nở vào cát: thí dụ tường ft Ta bắt đầu 
từ chả đặt tên chủ "mì mẹo” chính hay công CR toán học © tủa ÔNG. 
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1ã. Dùng thị dụ 11, chứng mình rằng: 
R1) = Rạj(0)NjtH) +R.(T)ìRn - lÌ+...+ Rufn)R,(0). 
L6. Chứng mùnh rắng: 
R,.ín) = S/115(n=L) +82) ến-2] +... + StH—Ì JRỊ(1): 
WT. Hàn hãy méu ra một phương pháp đơn giản để lập bảng TH và IV theo các 
bung Ú và LÍ củu cing Chương: nay. 
1R. Giá xứ Øy(n) là tổng bậc k của các MỚC Xổ t da n. Chẳng hạn: 
œ(15J=i14+314s +I =3528 
G;/(n) = địH) 
1) Hãy chứng tỏ rằng, tử cúc giá tha vớ? tìm được trong §4.6 và trong thì dụ 
4.23, swy ra rằng: 
ơ(llơ(2u —1)+ œ(3)d{?u — 3) +... + œ(2M ~ !]d{1) = Ø;ÍHì, 
trong đỏ ú là môi số le. 
3) Hãy kiểm tra bằng số các trường lợp riêng của hệ thức từn được trong Ì: 
3) Xúc nhân ấy cỏ ảnh hưởng gì đến niềm tín của bạn vàn giả thuyết gián 
bạn đ váy ra hệ thức trên ” 
19. Mát công thức truy toán Khác 


Tự hãy xét cúc hảm dẫn xuất: 
ĐỌ | ứ& 
G= ». §(mì 7 ,H= bà Sứ") 
m—=Ì m=] 


Tu đất: 
Su) SN 
trang đó w là xố lẻ. Khi đó theo các thí du 14 và 12: 


g 26x 


| AI U - 
J1eX£+Ä tÄ nh án 0g 


+ 9£ £ 
H= sư + cào + TT +. + TC sàu tức 

T# hệ thức sau củng, sau Ki lấy logari và lấy vì phan, tạ suy £d: 
flnữ = lrư!, 


335 


hftps://tieulun.hopto.org 











https://tieulun.hopto.org 


¿0. 





Định luật kì la nhất khác vẻ các số, thuốc vẻ Tổng các ước số của chúng 
Nếu giả thuyết ở §4.6 tấn côn liệu lực, TÌ,: 

Min] = A„Ht(vn .. : J]] = cl¿n =#i] 
uị hư vậy, thị dụ F8 sẽ có công thức Trkv toán liên kết các: số hạng của 
dãy (l1, œ3), 03), 0{21..,. thì về nhiều phương diện, liết si giống CôNE 
thức PHIET. 
Ban hãy viết và kiếm tra TU mì bắng số những trưởng hợp đấu tiên đốt vớt 
công thức Truy toủn kế rên. 


11. Đổi với tả, gia CÓHE tHứC tPHX tuắn rửa Euler đốt với: đíH) (Š2] tà Cóng 


thiức truy toán trên đổi odứi dn~=Ï} [thi du 30] chỉ giống nhưu Ø tính chải 
tủ Mơ. 
Đứi với tú, công thútC truy toán sau lũ mới giá thuyết. Ta đã suy ra gửi 


thuyết này giòng như Euier (la say ra #td thuyết của minh LH cín gi thHYVết 
khác “hàng nhép lẩu vì phần và mội mưu mẹo Khác 


Bun hãy chứng tẻ rằng, củng thứ dải với đần <1) ở thí dụ 3Ö tHưn đường 
tới đăng thức: 


S;‡4(3n-1)] = ø3n-1) 
mà ta suy ra ở §4.6, tức là một [FòRE hai xắc nhận này đúng thị xác nhận 
kiu nhất thiết cũng đúng. 
Khúi quát lau thí du Ì2 


Mãy tim rủ HIẾI phương phản để tính Ru(H) “hông Phụ thuộc vào Raim 


- Euler đã bỏ qua một phát manh như thẻ nào” 


Phương phán dược mình hoạ bằng cái thi dụ I0 và 23 và dược phải biển 
dưới tlHHE LỐN QUÁI TYOHR tỉ dụ 32 là công thức cuœ EHier: Nghi ra 
DÌ HE phún nảy, Emler nhằm mục địch giải bài toán về hồn binh pnhiữnE 
uả một số bài toản liên quan với nó. Thựt tế, ông đã áp đụng phương pháp 
cửu mình vào bài tuản về bản hình phương Lở Hghiển cửu bằng qHY nạp vỏ 
củch biểu điển, nhưng ông đã không khám nhé ra mỖI định thái nói Hệng 
chỉ nhất Ra[n) mà vết ho CMHE, không đến nội khó khám phá nữ hằng QHY 
nựp như vậy (các thí dụ 3 JI)ẦẦ- 4.151. Điểu đó vậy ra nhị thể nào” 
Khi nghiên cửu phương Trình: 


N, "| 


l.= # — V kia du 
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QUY NẠP TOÁN HỌC 


1. Giai đoạn quy nạp 
Tá lại bát đầu báng một thí dụ. 
Tim tổng của z¡ số nguyên đầu tiên thì hoàn toàn không khó. Tá sẽ coi như 
đã biết công thức: 
kE+ðZ+3+..+rne ko b hệt 
2 
mà người 1a có thể tìm và chứng mình bằng nhiều cách, Tìm công thức tính 
tổng của + bình phương đầu tiền: 
l+á+9+1l6+..+7 
thì khó hơn, Tính tổng này khi n nhỏ không khó, nhưng phát hiện ra quy tắc thì 
không để. Tuy vậy, hãy cố phải hiện ra môt tính chất song trùng nào đó giữa 
hai tổng sau đây và xét chúng đồng thời: 
H ị Ề; 3 d H 6... 
k+3+z..+n Ì 3 6 LŨ. 19 ói... 
By, su Ð §S EM 46: 5S B1, 


Hai đông cuối quan hệ với nhau ra sao? 'Ta thử nghiên cứu tí số của chúng: 


H | 3 3 4 Š Š.... 
+2 tản j3 \. 33 
la '4:...+:Ä 3 3 3 1 


Ở đây, quy tác đã hiển nhiên, và nếu ta viết các tỉ số dòng thứ hai như sâu: 
x ` ễ, ụ | I5 


. _.——. —_— _ =00000 000đ 


3 Ầ Ẳ 3 3 3 


thï quy tắc đỏ hấu như đã quá rõ. Chăng lẽ chúng ta có thê dừng ở dó và không 
phát biếu giả thuyết rằng: 


+ 
+ LrR ẤH + +] 
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Sử dụng giá trị của mẫu số ử về trái, mà ta coi như đã biết, ta có thể phải 
biểu giả thuyết trên dưới dang: 
+... s3 j_a _ HỆn + Mễn + |) 

È..:Nh = SỚGG: 12002) 

Cả thuyết đó có đúng không? Nghĩa là nó có luôn luôn đúng không” Rõ 
răng công thức đúng trong các trường hợp Hêng " = 1,42, 3,4, 5, 6. Nó có còn 
đúng khi ø = 7 không? Gia thuyết đưa tà đến dự đoán rằng: 


E®ä4x+9+ lö+25+36-+48= HỆ xa cco 


và quả tực là cả hai về đều bằng L4Ô. 

Cố nhiên. tạ có thể chuyển sang trường hợp nð = 8 và thử lại, nhưng trường 
Hợp này cũng không hấp dân ta lãm nữa. Bằng cách này hay cách khác, ta đã có 
khuynh hưởng tín rằng công thức vẫn đúng cả trong trường hợp sau, và, như 
vậy, sự xác nhận đó làm Lắng niềm tin của 1a, nhưng tăng ít, ít đến mức ta cho 
rảng bỏ thời giờ để tỉnh toán chưa chắc đã bõ công. Lâm thể nào để có thể 
kiểm nghiệm giả thuyết của ta một cách có hiệu quả hơn? 

Nếu giả thuyết đúng với mọi øä thì có lẽ nó phải không phụ thuộc vào sự 
biến đổi của các trường hợp. nó phái được bảo tồn khi chuyên từ trưởng hợp 
này sang trường hựnp khác. GIá sử: 
nộ „ hữt +])2n + 1) 

É 

Nhưng, nếu công thức đó đúng đối với mọi 0, t nỗ cũng nhái đụng di với 

Sủ HIẾU theo n; ta phải có: 


lạ 4+..:+ 


{m+ DỤ + 2⁄2 ng). 
ũ 
_ Đỏ chỉnh là khả năng kiểm tra lại giá thuyết một cách dphiêm túc: lây các 
về dòng dưởi trừ đi các vẽ dòng Trên, tá được: 
1 , 
+ ĐỀ= TỦ na Vu 
õ 


Liệu hệ quả này, suy từ piả thuyết của ta có đúng không” Biến đổi mót chút 
vẽ — Lá được: 


Ế, tị 
[+á+..+m + + l] = 


w#+Ïl[ 








+... n{2z + 1)| = 


benh — |\6n LÐ H= „+1: 
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Hệ qua dang xết rõ ràng là đúng, gia thuyết đã được kiếm nghiệm một cách 
glnêm Lúc. 


2, Giai đoạn chứng minh 

»ự xác nhận một hệ quá nào đó làm tâìng riểm tín của tạ vào giả thuyết, 
nhưng sự xác nhân của hệ quả vừa xết côn có tác dụng lớn hơn: nó ró Thể 
Chứng ĐHHh giá thuyết. Chỉ cần thay đổi chút ít quan điểm và sắp xếp lại các 
nhân xét của Ha. 

CHả sử rằng: 

ũ 

là đúng. 

Hiến nhiễn rằng: 
(n+lMn+ZMá¿n+3) Hn+1lj(2n+]) 


(H + lhV = 
ñ õ 


là đúng. 
Vày: 
_{n$+ |) + 2)(2n +3) 


2 ề . 
| Ẫ HH +... O1 +in# , _— TT TẾ 
h 


(ïa đã công Lừng về hai đăng thức trên). Điều đó có nghĩa là: Nếu giá thuyết 
của 1a đúng đối với một số nguyên ø nào đó, thì nổ nhất thiết còn đúng đối với 
số nguyên Hiếp theo 8Ð ® Ì, 

Nhưng ta biết rằng giả thuyết đúng với “0 = l, 2, 3, 4, 5Š, 6, 7, Đúng dối với 
?, nẻ cũng phải đúng với số 8 tiếp theo; đúng đối với 5, nó cũng phải đúng đối 
với 9; vị nó đúng với 9, nó cũng phải dúng với 10, và nghĩa là cả với 1Ì, v.v... 
Giả thuyết đúng đổi với H cả các sở nguyên; ta đã chứng mình giả thuyết dưới 
dang hoãn toàn tổng quất. 


sš. Nghiên cứu các bước đã qua 

Có thể đơn giản đi đôi chút sự suy luận sau cùng của đoạn trên. Về giá 
thuyết chỉ cần biết hai điều: 

Nó đúng đại với m = Ì. 


Nẹu nả dáng đất uới n thì cũng đúng cũ đối vớt n+ Ì. 
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Khi đó, miá thuyết đúng đối với Hất cả các số nguyên: nó đúng với Ì. vậy 


cũng đúng với 2; đúng với 2, vẫy cũng đúng với 3, V:V.., 


C đây, ta có mội hiền phần chứng mình võ cùng quan trong, Ta có thể gợi 
nó là "sự chuyển từ ø sang "%6 + I”, nhưng người ta thường gọi nó là “quy HẠp 
toán học”. Từ thông thường này là môi tên gợi rất không đạt của một phương 
pháp chứng munh, ví quy nạp (theo nghĩa trà từ này thường hay được dùng) chỉ 
chủ mội kết luận có lí mà không phi một kết luận đã được chứng mình, 

Chịy nạp toán học có quan hệ chút nào với quy nạp không? Có, và tạ xết nỗ 
ử đảy vì lí do đó, chứ không phải chỉ vĩ cải tên sợi của nó 

Trong thí du ta đã nêu, sự suy luận chứng mình của š2 hoàn thành một 
cách tư nhiên sư suy luận quy núp của š1 và đố là một suy hiản điển Hình, Pháp 
chứng rnính ở §3 đóng vai trô là "sự bộ sung toán học cho quv nạp” và nếu ta 
dùng các từ “quy nạp toán học” theo nghúa đó coi như nói tất, thì từ này xét đến 
cùng có thế hoàn toàn thích hợp. (VÌ vậy, 1a sẽ dùng các từ đó theo nghĩa này 
trà không thoát l thuật ngữ toán học đã quy định), Quy nạp toán học thường 
xuất hiện như bước kết thúc hay gái doan cuốt củng của sự nghiên cứu quy 
IIAP, và HOHE 0giú1 đoạn Cuối này, người ta Thưởng dùng những ý kiến có tính 
chất gơi ý, nảy ra trong các øilal doan trên. 

Khi ñghiên cứu gia thuyết, ta xét các trường hợp khác nhau tà 6a thuyết 
cần ấp dung. Ta muốn biết quan hệ do giả thuyết xác định có rững chúc không, 
gia là có nhụ thuộc vào sự biến đổi của các trường hợp không, có bị sư biến 
dối đỏ nhá huỷ không. Như vậy, đường nhiên là chú ý tới sự chuyển từ một 
trường Hựp này sang trường hợp khác. Newlion đã nói: "Ta có thể hiểu được dễ 
đẳng rắng, du các lực hướng tâm, các hành tĩnh có thể dừng vững trên những 
quỹ đạo não đó nếu ta nghiên cứu sự chuyển đóng của các vất thể bí ném đì?: 
và sau đó ông hình dung một hôn đá mà người ta nềm với vẫn tốc bạn đầu ngây 
càng lửn cho tới khi quỹ đạo của nó vỏng quanh Trái Đất như quỹ đạo Mãi 
Tràng: xem thí du 2.18 (3). Như vậy, Ncwlton hình dung rõ rằng sự chuyển liên 
lục từ chuyển động của vật thể bị ném sang chuyển đông của hành tỉnh. Ông 
nghiên cứu sự chuyển giữa hai trường hợp mã định IHẬI văn vật hấp đẫn, một 
định luật ông đang cổ gắng chứng mình, cần được áp dụng như nhau. Bất kì 
ipười nào, khi dùng quy nạp toán học để chúng rninh một định lí sơ cấp nào 
đó, về miãt này cũng làm guông như Newfon nêƯườI ấy nghiên cứu sự chuyền 1ừ 
H đến n + Ì, sự chuyển giữa hai trưởng hợp mã định H đang được chứng mình 


cần áp dụng nh nhau. 
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4. Kĩ thuật vận dụng quy nạp toán học 


Đá có thế trở thành nhà toán học giỏi hay người đánh bài cư, hoặc môi 
chuyên gia xuất sắc trong rnợi lĩnh vực, các hạn cần biết dự duán tài. Để có thể 
dự đoán tài, tôi cho rằng trước Hiến, các bạn cần có những năng khiếu tự nhiên. 
Tuy vậy, có năng khiếu tự nhiên chưa đủ. Các bạn cắn rtghiên cứu cúc đự doán 
của mình, so sánh chúng với các sự kiện, đổi dang của chúng di, nêu cân, va 
như vậy sẽ có kinh nghiệm phong phú (và sâu sắc) về các đư đoán sa! và các dự 
đoán đúng. VớI kinh nghiệm đồ trong Lliểm thức, các ban sẽ có thể phản đoán 
một cách có cơ sở hơn xem các dự đoán não có thể đúng và dự đoán nào sắt. 

Quy nạp toán học là phương pháp chứng mính, phượng pháp này thường cö 
ích để khẳng định các mệnh để toán học mà ta di tới nhờ một quả trình quy nạp 
nào đó. VÌ vậy, nếu ta muốn có kinh nghiệm trong việc nghiên cứu toán liọc 
theo quy nạp thì nên lầm quén với kị thuật vận dụng quy nạp toàn học. 

Đoan này cùng với các thí dụ và các lời chú thích sau đây cứ thể giúp phân 
não nắm vững Kĩ thuật đỏ. 

l} Giai đoạn qwy nạp: Ta sẽ bắt đấu bằng thí dụ, rất giống thí dụ ở 1 và 
$2. Ta muốn biểu điển dưới đang ngần gon hơn tổng sau đây, có quan Hệ với 0í 
bình phương đâu tiến: 

LÔ 1 ị | | | 


"mm... _ ¬.. ~ Gia 


+ ng sống. .x th | — 
lŠ: 12 an .l đi <-l 427 ~-l 3=] 4n 1 
Tà tính tổng đó đối với vài trường hợp đầu và lập bảng ghi các kết quả: 








j = Ỉ 2 , ä 
| ị 2 ậ + 
HH +: —— -+ +*-.._ ==: DE _G _— 
3 là än —l 3 b 7 ạ 
Mót dự đoán hiển nhiền nảy rả là: 
Ỉ | Ỉ ị 
m LÊ. lấn *ˆ ng HUẾ NT" 


MU 15 35 Mu... g1 


Dưa vào kinh nghiệm mã ta tích luý dược khi gHải bài toán Hước LƯENE 1M: 
tá kiểm nghiệm ngay giả thuyết dó VỚI hiệu quả càng lớn cảng hay: ta thứ 


chuyển từ z sang n" + |, Nếu g1 thuyết của ta luôn luôn đúng thi nủ phải đúnã 
cả đối với m cũng như 0 + Ì, 


| Ì Ỉ ị H 
—#+-:ằm—_-_+ KH "Í.... ni xe = ào) CngigR] 
Ãx 1ã 35 #$H?h—Ì Jn+Ì 

Ì | ị ị Mằ+Ì 

_= _¡ . s= cS-xnEi _e¬ NEEEEEISPSETETEDRHEE s PSECSI ]——_ 
3 15 đã | Aain+lw-l 3n+ả 
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Trư đi, ta được: 
| n+l H 


4(n+11” —I  3n+t3 2mải 








Hệ quá rút ra từ giá thuyết trên có đúng không? Ta hãy biến đổi hai vẽ, cổ 

làm cho về nọ gần vẽ ki hơn: 
| - 2nˆ +ần+1 3n” -3n 
(3n+#)ˆ—1 (2n+3M(2n+l) 

Sự biến đối đại số đơn giản chứng tô rảng hai vế của đẳng thức này quả 
thực đóng nhất với nhau. Hệ quả nói trên hiển nhiên là đúng. 

2) Giat đuan chứng mình. Bây giờ, ta hãy sắp xếp lại các nhận xét của la 
như trong thí dụ trên, §2. 

[L1 | ,„._" 


Củ sử: — HE =el-.- 3k : = : 
+ 1ã đủ” —| 3+] 








Hiển nhiên lä: 
ị "s+Ì ?† 


x". 








4(n+1)? -l ân‡t3 Zn+]Ì 








Vận LỔ 1. | Ì H+Ì 
Ấy: =1... mm thơm = TẾ N 
3: TÔ 4n -] 4(ntl} =1  32n+3 


Giủ thuyết, nếu ta công nhận là nỗ đúng với n, thì cũng đúng cá với w + Ì, 
Vị dúng với 0 = 1, nó đúng với mũi ø. 

3) VYgdn cạn hơn, Khi giải bài toán. ta có thể tốn ít thời gian hơn miột chúi 
trong giả! đoạn quy nạp, Khi nếu giá thuyết, ta đã hơi cảm thấy rằng có thể 
chứng mình được bảng quy nạp toán học. Sau đó, không cắn thử lại. ta cố ấp 
dụng trực Hếp phép quy nạp toán học như sau: 








: ị 
tiiä SH: m3+ ` +... 1 —_ : £ SE & =. 
3 là ản- <Ì 34m+] 
Vậy: 
ị | ị | # ị 





Bi | mg Ũ Sen _TTNEEETEESEDEETEEEPSGSP'UU21 BE — — ——— + m————— 
- 3n -Ì S¿nt 1 2Hn+rÍ đín+1)} °—l 
Nhà, ị __ H„-àn+t3]+] 3n" +ần +] 


cn+l (2m+3 21 =E Ð ntl(2n+t3) (2n+iMW2n+3) 
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Như vậy, ta đã suy ra cho n + Ì môi hệ thức mà ta thừa nhân đối với ø. Đó 
chỉnh là điều cần làm và như vậy, ta đã chứng mình giá thuyếU 

Trong cách giải này, ít có sự trùng lập hơn. nhưng ngược lai nỏ cũng nhấn 
nào kém tự nhiên hơn cách trình bày ở (1) và (2). 

4) Côn ngắn hơn nữa. Hầu như ta có thể thấy ngay cách giải nếu ta nhân 
xẻ! rằng: 








| Ỉ „1 | ] 
đi =«{: “(On-DŒn+0 ` II = _n - 


(nếu ta biết khai triển một hàm số hữu tỉ thành phân số sơ cấp thì đương 
nhiên tạ sẽ đi Lới công thức đó). CGii sử n = 1, 2, 3,..., n và công lại ta được: 





"“". hố nh hố hs hs. 
#<1 T]6>E #61 ”” Äna?cT| 
nỗ ch co 


cà đọ “ 
3 3; (3m —t1H23n+]) 


L5 ? 
-Ï0.1), )§9)6-3- LÍ ~ 1 
1| kì 57 VN TỊ =] -PHTỶ 


nợ HN . ác 
3 sóng 3n+l- 


Điều mà bây giờ đã xây ra thì cũng thường xảy ra, Một định lỉ được chứng 
mình bảng quy nạp toán học, thường có thể chứng mình gọn hơn bảng môi 
phương pháp khác nào đỏ. Nghiên cứu kĩ lưỡng cách chứng nính hằng quy nạp 
tuán học cũng có thể tìm ra cách chứng mình ngắn gọn đó. 

Ã) Thi du khác. Ta xét hai số œứ và b, thoá mãn; 

Ủ«ax<l1, 0<«h«+t. 








Khi đó. rõ ràng là: 
(1!—#}(I—b)=1l—-a=b+ab»l1-qv-—Ðb. 

Sư khái quát hoá tự nhiên làm tà cảm thấy râng khẳng địmh sau đây là 

đúng: Nếu ú > 2 và 0< ø¡< 1,0<@¿<1..,0<2¿< l,0n: 
(1~=ữ;}( =as2}-xÍE —= da)®> Í de 8g sưng: 

Tá hay chứng mình điểu đó bảng quy nạp toán học. Ta đã thầy rằng bái 
đăng thức đúng trong trường hợp thú nhất, trong đó, nỗ được áp dụng như đủ 
khẳng định ở trên, tức là trường hợp ø = 2. Do đó, nếu cho rắng nó đúng với ø 
trang ø z 2, ta phải kết luân rằng nó đúng với Ø0 + Ì. 
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Ta cần xác định bản chất của phép chứng mình trên; thực tế, nó là chứng 
manh bảng quy nạp toán học. Nhưng ® là gì? Quy nạp thực hiện đối với đại 
lượng nào?” 

Đú là một vấn để khó. Quy nạp toán học áp dụng vào các linh vực khắc 
nhau, và đôi khí vào các vấn đề rất khó và rắc rối. Trong khi cố pầng tìm phép 
chứng mình mã ta chưa phát hiện ra, có thể sập một 
vân để có tính chất quyết định: cải gì đóng vai trô 
của 1? Ta cần tiến hãnh quy nạp toán học đối với dai 
lương nào? 


- 






Trong chứng mìính trên, chụn số cụnh củu la giác 
lối bên trong nhưng hoàn toàn không thuộc vé chu vi 
củi da giác bên `. lâm ø là hợp lí. Hình 7.2 mình 
hơa trưởng hợp n" = l. Tôi đề nghị bạn đọc nêu rõ cái F 
gì nền mọi là øú ở tiêu 1:E: Hính 7.3, Trưởn e hơn n # Í 


CÁC THÍ DỤ VÀ GIẢI THÍCH VỀ CHƯƠNG VH 
1. Hay nhún tt rằng: 
L#li 
[—=4=-(1+2) 
Í—4+9=1I1+2+3 
{=4+9-16=-(1+2+3+4) 
Dự don xem các thí dụ đã dẫn tới qny luật tổng quát nào, biểu diễn quy 
ludt đá bằng các kí liệu tuần học thích hợp và chứng muHÌ, 
3. Chững mữnh về cốc công thức biểu diễm Là, S„ vẻ _`X thười dụng tưởng 


mình, dự đoán UẺ các cảng thức độ ta néu ð các thí Tạ 313.3 14 và 120 
(Ihỉ dụ J.T11. 31.121. 
3. Tim biểu Huữc cho: 
14 4 ¿+ H 
tờ chưng mình nà bằng quy Hụp toán học. Thị dụ 13. 
4. Tin biểu thức tho: 


, J NỈ: TẠP TÌ l Ï 
t2 [——=ltl1=— T0 Da a3 
4 ¿ Ụ. lB/ $Y #) 
Đưcf "ằnt nú đảng với h >2 tà CHHNE mình nó hằng ny nại toán học: 
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9, (tiếp theo), Bạn có thể chuyển từ dãy tất cả các sổ tự nhiên †, 2, 3, 4... sang 
thầy các lu thừa bậc bón Ì, !6, S1, 256... bằng 6 bước như dĩ lâm trang bảng: 


HHƯEHHHEHHID 2| 13 |... 
HEIMIREILIDELEESI RE 
KR ˆ hi ca ra 
Hi L7 TH đai 1 
















Cúc sự kiện đó mối lên cải gÈ? 
IÚ, Chú ý rằng: 






¡1=5+10-10+~5 


I—5+10=10+ 8= Í ST“ 


ta rút ra kết huận tổng quát: 


nì [n HÀ (HT In Ng 
BRWSDIHiAA2PuaHB 


đốt uớiD << <n,.nst,32.3... 
Khi chứng mình kết luận đó bằng quy nạp toán học, bạn thích ChHYẾH tử " 
xune H + 1 hay từ k saRp k+ 17 


11, Trong chộc thì đấu bảng vợt có 2n người dự. Trong Vông đấu của cuộc fhị 
tôi người cự chơi đúng một kắn. thành thử có tất cả n cuộc thì, trong muỗi 
cuột thì đó có hai người thì. Chứng mình rằng ở vàng đấu có thể thành lập: 


IT báo T8 SES 0, 1. ng ý k 
trăn bằng cúc phương pháp khác nhan. 
12. Chưng mình nhiều hơn đồi khi lại để lớn, Cho: 


I : 
IEHSSGIEED /a(x) 
l~# 
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anh bơm. Tì " min dạ nướng 


.hẾP so. HH x Sẻ" '.... b ... .. .. Ho 
... Xi ¬.  — LÊ: . -- = " điền Jj. S' Vi 8i 9g vi : 
.... Tà ... - -— “1... H N . .* __ * 
HH E ..h Tử HH. TH mi H -IẾt - vs T. : F X7 màn Han E ... .” - r 
. . -§- ... ˆ .. bì “sa 
Hì . .~ . m“.IIÊ. H .. N. m.P. ... r 
.. » + . .... ¡1lf:R-: * „ ï ;MP- 
TH. ằ- [Tư ra KT Tiểu su Ï. ấn xuất TT —_ Tí v. 
k HC x3 xet vài vn gu và Dệt: Tộc, 1 lấn 
_. 


——— Tre R VI Ko ch ỆT v . . 
¬---  —... .. K K cun .. ng Nưto : 
x Tàn ` 


đ. 'ểI- DuN - .§F-. " NHT 
: qI- _ ử Ý-ñ ẳ . 
Bi ii NHÊn cỗ : DU siạc TY vung HỆ BC 
- ằx.. x — BE. - "+ "dả °. BRNRP §? HẠ in VU He ve hy bi 
š KH 3 Ẹ "¬ - XÃ Bóng in: on Ta 3285120 
e ñci rẻ hú ng ñ .HÌN lị sự .'  :}Ƒ „: đị: HN di rằng .. _. b ng : AỆP- ¡¡ TIẾN”: g 
: - R k8 8Ñ... : h P k8: :# Êg-: 
TuÌ Nhi Tố... ẽẻ. .a..-a: TH .~ nh mg ng TIỂm vi = tri : gi » chờ lệ 2h # 
z 


-Sấn bằng sự xác nhện t định lì rấp bạn 
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ửng của nội đụng. Và, như vậy, cơ chế chứng tình đưa bạn đến gán quan 
điểm tân bằng hơn, thích ứng hơn đổi với các xự kiện đó. Điều đó có thể 
củi là điển hình về vai trở củu chứng mình Irone tiệc vậy dựng khoa học. 

1ã. Viên cảnh - Các bái toán phức tạn hơn trong lĩnh vực khó khán hơn đòi lối 
kĩ thuát qav nạp toản học rắc rối hơn và dẫn đến những biển dạng khác 
nhau của phương pháp chứng mình quan trọng này. LÍ thuyết nhóm chờ ta 
mút số thi thụ đặc sắc nhất. "Quy nạp toán học ngược” hay “kết luận từ " 
điên n— 1” là mật phương pháp rất hay. 


l6. Cho biết Q; =j và: 


| —l ml+ll(n+2)L.(2a- DỊ 
Ø, (Ở; TỶ” g1121.(x-n 


tới n= 2, 3,... Từm hiểu thức tổng quát cha Ở, và chứng nHnÀ rằng biển 
th: đá đúng. 


17. Phải chăng là mọi sẽ h đếu bằng nhau” Có lể hàn nói "Không" Dù sao ta 

cô thể sa dàng uy nạp toán học chứng mính điểu ngược lại: Nhưng chưng 
mình mẻnh để "màu mắt của bất kí n cô gải não cũng giống nhau” thì háp 
dẫn hơn, 
Với sa = Í, sự xác nhận đồ hiển nhiên là đứng (hay “khủng có nội dung”1 
Chỉ tân chuyển trừ n vang n+ Ú, Để chủ cụ thể, tôi chuyển từ 3 xang 4. cản 
dành cho các bạn trường hợp tổng quát. Cho phén tôi giết thiệu với hạn 
có gúi: A, B.C, D. Ta giả thiết (n = Ÿ) rằng mất của các cô A, B và C cùng 
màu: Đùng nhự vậy, theo piả thiết, thứ mắt của các BH, C và Ð cHH6 CAN 
màu {n = 3]. Vậy, mắt tủa tất cử bón cô Á, 8,€ và D đếm phải củng màu: 
để thu thật £ð ràng, cỗ thể nhìn qua vào sơ đó: 


A;#.£,8 
Nav oi 


thiếu đó chứng mình sự xác nhận đái với n+ 1 = 3, và sử chuyển từ 4 sang 
Š thẳng bạn hiển nhiên tà không khó khản hơn. | 
Bạn hãy giải thích điều ngược dỏi dó. Bạn có thể dựng thực nghiệm bằng 
cách quan sảit mắt của vải có: 

1Ñ. New củi các đường thẳng song song như là sặp nhau (ở tở cực] thì mệnh để 
"Mọi n đường thẳng nào trên mặt phẳng cũng có điểm Chung” đúng tới 0! = Ị 
("khóng có nội dụng") và với n = 2 thờ cách điền giải của ra]. Hđy đing 
jny nạn toản học để xây dựng mội chứng mình (nghịch lÙ). 
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1. Các lược đồ 


Các bài toán liễn quan tới các giá trí lún nhất và nhỏ nhất hay các bài toán 
về cực đại và cực tiểu, thưa bạn, hấp dẫn hơn là các bài toán toán học khác 
cũng khó như vậy và điều đó có lẽ có những nguyên nhân hoàn toàn đơn giản, 
Môi người chúng tá đếu có các bài toán riêng của mình. Tá có thể nhân thấy 
rắng Các Bài tuán đó thưởng là các 1081 bài toán về cực đai hay CC tiểu: "Ta 
muôn có được môi đố vật xúc đình với £lÄ củng Tế càng TỐI hay muốn có được 
một đồ vải xác định với môi sự cổ gắng xác định: muốn có miột công lớn nhi 
tHiực hiển trong một thời gián đã cho và. cố nhiên, Lí muốn mạo hiểm căng í 
cảng hay. Tôi nghĩ rầng các bái toán toán học về Cực đại và cực tiểu có sư hấp 
hắn vĩ chúng lí tưởng hoá các bài toán hàng ngày của ta, 

Chúng ta còn hay tưởng tượng rằng Tư nhiên hành động cũng như ta muốn 
hành động đề có môi hiệu quả cao nhất với sư cổ găng ít nhất: Cúc nhà vật lí cô 
thể làm cho các quan niệm loại đó có một hình thức rõ rầng và có Ích, họ mô tả 
niột vải hiện tượng vật lí trong các lũ "các nguyên tắc cực tiểu”, Về thực chân, 
Euter đã phát triên nguyên tắc động lực đầu tiên loại nảy { nguyên tắc tác dụng 
nhò nhất” thường được gọi là nguyên tắc Moperius). Các bài toán cực đại và 
cực tiêu, trong thửi Euler đã hấp dẫn nhiều nhà bác học. 

l1rong chương sau sẽ nghiên cứu vài bài toán về CựỰC đại và cực tiểu trong 
vật lÍ sơ cấp. Chương này chuẩn bị cho chương sau, 

Phép Lính vị phân cho ta một phương pháp tổng quất để giải các bài toán về 
cực đại và cực tiểu, LÍ đây, ta sẽ không dùng phượng pháp đã. Đáng lẽ phải dùng 
phương phấn đỏ, ta sẽ phát triển một vài "lược đề” riêng của mình thì sẽ có ích 
hơn. Khi giải mót bái toán mã 1u thực sự hiểu thấu và Hứng thú thì ta sẽ được mốt 
lảt sún quý giá là một lược đỏ, một mô hình mã ta có thể bài chước khi giải các 
bài toán tương tự, Bạn Hãy phát triển lược đồ đó nếu, theo fiÖ, bạn đã thành công, 
tiểu Bạn suy nghi kì về nguyên nhân thành CÔng, về sự tương tư của các bài toán 
dã giải, về các hoàn cảnh có liên (quan tới công việc, các hoàn cánh đã làm cho 
bài toàn của ban có thể giải bảng loại đó v.v... Phát triển tiót lược đồ như vậy 
SŒNTI muôn bạn sẽ đị đến một phát mình thực sự. Trong bất kì trường hợp nào bạn 
củnE có thể tích luỹ được mới vài kiến thức vững chắc và vừa sức. 
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2, Thi dụ 


Trên một mắt phẳng cho hài điểm tà một đường 
thẳng, hai điểm mầm về củng một phía của đường 
thẳng. Trên đường thẳng đã cho, tìm một điểm từ 
đó người ta nhìn đoạn thẳng nổi hai điểm đã cho 
dưới mắt gốc lớn nhất có thể được: 

Đó là bài toán mà ta muốn giải. Ta về hình (8.1) 
và phi các kí hiệu thích hợp, Chảng hạn Á và B là hai 
điểm đã cho, ¡ là đường thẳng đã cho, X là điểm biển 
thiên trên đường thẳng /. Ta xết góc AXB mà đỉnh là một điểm biến thiên X và 
do đoạn thẳng AB chắn. Cần fm một vị trí của điểm X trên đường thắng / đã 
cho sao cho gốc trên đạt giá trị cực đại. 





Hình 8.1. Loœ: rấr nhát 


Ta hãy hình dung rắng ¡ là một đường 
đi thẳng. Nếu từ một điểm nào đó của đường 
!, bạn muốn bắn vào đích nằm trải rộng từ Á 
đến B thì bạn cần chọn điểm mà ta đang tìm; 
điểm đó cho ta khả nãng bản trúng đích lớn 
nhất. Nếu bạn có ý định ôn hoà hơn là từ 
đường cải chụp ảnh mặt trước một căn nhà 





mã các góc của nó ở Á và B thì có lễ bạn | x 
cũng lại phải chọn điểm mà ta đang tìm: Hình 8,3, Sự biển đổi của góc có thể 
điểm đó cho ta một góc nhìn lớn nhất. ấn giảng nh thể này 


Ta không tìm ngay được lời giải của bài toán của ta. Nhưng, nếu ta chưa 
biết cực đại đạt được ở đâu, ta cũng nghĩ rằng nó đạt tới ở môi nơi nào đó. Tại 
sao điều đó lại có vẻ đúng như vậy ? 

Ta có thể giải thích diều có lí đó nếu ta hình dung rõ ràng sự thay đổi của 
gúc mà ta đang cổ tìm cực đại, Ta hãy tưởng tượng rằng ta đi theo đường thẳng 
Í và nhìn vào đoan thẳng AB. Ta sẽ bắt đầu tử điểm mà đường thắng ? và đường 
tháng đi qua A và B cất nhau và đi về bên phải. Đầu tiến ta nhìn AB dưới một 
góc bảng Ú; sau đó góc này tăng lên; tuy nhiên, sớm muộn thi khi ta Ử Tât xã 
AB, góc đó phải bất đầu giảm đi, bởi vì nó trở thành Ö (số không) khi tá ở xa võ 


an! !, Giữa hai trường hợp giới hạn mà ở đó góc bằng Ö, nó phải trở thành cực 
m ỡ một nơi nào đó. Nhưng ở đầu? 


t(*» Nếu ta coi AXBR như hầm sổ của khoảng cách do dọc theo đường thẳng ƒ thì ta sẽ có thể 
hẳng phương pháp thông thường vẽ đồ thị của hàm số đó (biểu diễn nó trong hẻ toa đồ 
vuôn£ góc). Hinh 8-2 lä phác hoa hình đụng đỏ thị: tùng đệ XY hiệu điển AXB. 
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Trả lới câu hồi đó không phái đẻ, mặc dấu tà có thể vạch ra những doạn 
thắng đài trên đường thẳng Í mà ở đó rất cỏ thể lÀ không đạt được cực đại. Ta 
hãy chọn một điểm tuý ý trên đường thàng đó và kí hiệu nó bằng X. Rất có thể 
là điểm ta chọn một cách ngầu nhiên đó khòng ữ Vị trí cực đại mã ta im. Vậy 
làm thể não tạ có thể giải đấp hoàn toàn rõ rằng rằng điểm đó có ở vào vị trí 
cực đạt hay không? 


Có mốt điểu rà ta có thể nhận thấy khá dễ dâng”, Nếu điểm ta chon 
kháng ở vào vị trí cực đại thì phải có một điểm khác ở phía bên kia của vị trí 
cực đại tại đó nóc nhìn có cùng giá trị. Trên đường thắng ƒ/ có một điểm X' não 
khác từ đó la nhìn doan thăng AB dưới cùng một góc như từ điểm ÄX không? 
Tất nhiên. đó là câu hỏi mà ta có thể trả lời dễ dàng. Dựa vào tính chất đã biết 
về các gúc HỘI tiếp trong đường tròn, cả X lần X (nêu có điểm X”) phải ở trên 
cũng một đường tròn đi qua các điểm AÁ và B. 

Và bảy giờ cỏ thể nảy ra một ý 
kiện. Tà hãy vẻ vài đường tròn qua 
hai điểm À và B đã chú. Nếu mội 
đường trön như vậy cät dưỡng thắng 7 
ở hai điểm như X và X' trên hình 8.3 
chảng hạn, thì ta nhìn đoạn thẳng AB 
từ hai điểm X và X dưới cùng mới 
BÓC, nhưng nóc đó không phái là móc 
lửn nhất có thể được: đường tròn cải 
đường thăng ƒ giữa X và X' cho mới 
góc lớn hơn. Các đường tròn cất 
đường thâng không thể cho gúc lứn 
nhất: định của góc lớn nhất là điểm ở đủ dường tròn đi qua A và B riếp ti 
đường thăng ƒ (điểm M trên hình 5-3). 





Hình %.3. 7£? mryển tới chướn è dẳng nữa 


ở. Lược đồ tiếp tuyến đồng mức 

Ta lai xết lời giải vừa tim được. Từ đỏ, ta có thể học được cái gì? Trong đó, 
cái g] là căn bạn?” Những khía canh não có thể rồng quát hoáT 

Hước đi mã sau khi ngẫm nghĩ một chút ta thấy có vẻ là quan trong nhất thì 
không để thấy ngay được. Tôi nghĩ rằng bước quyết định là sư mở rông quan 
điểm của tạ, việc ra khỏi đường thẳng 1, việc nghiên cứu các giả trí của đại 


—--—.-------~- 





(*“+LRúñI dễ dàng nếu tí nhìn vào hình 8.2. 
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lượng mà ta lìm cực đại (góc do đoạn thăng AB chắn) ở các điểm của mãi 
phủng nằm ngoài 2, Ta đã xét sự biển dồi của góc đó khí đỉnh của nó đi chuyển 
trên mặt phẳng. ta đã xét sự phụ thuộc của góc đồ vào vị trí của đỉnh, Nói gọn 
hơn. tạ đã hình dung góc đó như êm vở của điểm biển thiến (đình của nó) và 
bát đầu cơi điểm đó (đính) hiến thiên trên mứt! nhằng. 

Góc không thay đổi giá trị khi đính của nổ chạy trên cung trên nối các điểm 
A và BH. Ta gọi cung tròn đó là đường đồng mức. Thuật ngữ này làm nồi bật quan 
điểm tổng quất mà ta định đi tới. Đường mã dọc theo nó hàm số của điểm biến 
tuén không thay đổi giá trị thường goi là đường đồng rnức của hàm số dó. 

Tuy vậy, ta không quên cái mà ta cần xác định trong bài toán của ta. Ta 
cần tìm cực đại của góc (của hàm số của điểm biến thiên) khi đỉnh của nó 
(điểm biển thiên) không thể di chuyển tự do trên mặt phẳng mà bị hạn chế bởi 
củn đường định trước tức là đường thẳng (, Cực đại sẽ đạt được ở điểm nào của 
con đường vạch trước? 

Ta đã tìm được câu trả lời, nhưng ta cố hiểu nó sâu sắc hơn, ta hãy nghiên 
vứu nó theo một quan điểm tổng quất hơn. Hãy xét thí dụ tương tự, khá tổng 
quải và nói rất nhiều với trực giấc của ta. 

Các ban biết "các đường đồng mức" hay "các dường khoanh vùng” biểu thì 
cái gì trên bản để hay trên thực địa (ta sẽ nói về mội xứ có nhiều gò đống) được 
biểu điển bảng bản đồ đó. Các đường đó là những đường của độ cao không thay 
đổi: đường đồng mức nối các điểm trên bản đồ biếu thị các điểm của mật đất 
nằm ở cùng độ cáo so với mực nước biển. Nếu bạn tưởng tương rằng biển nâng 
cao lên 10D mét thì với mực nước biển mới đó, sẽ xuất hiện bờ biển mới và các 
vinh trần vào các thung lũng. Bờ biển mới đá là dường đồng mức của độ cao 
LÚU, Người vẽ bản đố chỉ vẽ trên bản đồ vài đường đồng mức với khoảng cách 
khỏng đối, chẳng han với độ cao 100, 200, 300...; Tuy vậy, dường dông mức 
tán ?a¿ đổi với mỗi độ cao, đi qua mỗi điểm trên thực địa. Đô cao sơ với mức 
hiển là hầm số của điểm biến thiên đó chính là cái quan trọng đối với người về 
bản đồ huy đối với bạn, khi bạn đi chuyển trên thực địa: hầm số đồ không thay 
đối piá trị dọc mới dường đóng mức, 

Báy giờ, bài toán này là bài toán tương tự bài toán mà ta vừa nghiến cứu 
(ữ §21. Bạn sẽ đi theo con đường đá định trước, Ở điểm nào của con đường bạn 
sẽ đạt được độ củo cực đại so với mật biến? 

Rất dễ trả lới rắng ở chỗ nào bạn sẽ không đạt được cực đại đó. Điểm mã 
bạn đi qua khi đúng leo lên cao hoặc đang trườn xuống thấp, cố nhiên, không 
phải là điểm cao nhất cũng chẳng phải là điểm thấp nhất. Ở điểm đó, còn 
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đường của bạn cất ngang đường đồng mức: cực ;fdi (hay cực tiểM) không thể tha 
được ở điểm mà con đường đã dịnh trước cất đường đồng mức. 


Sau nhận xét quan trọng đó, hãy quay về thí dụ của ta (š2, hình §.1, 8.2, 8:3). 
Ta hãy xét toàn bô con đường đã định trước: nhấn của đường thẳng / suối từ 
điểm nó cất đường thăng đi quá A và B cho tới khoảng cách vô tân (ở bên 
phải). Tại mỗi điểm của nó, con đường định trước này cất đường đồng mức 
(cung đường trön với hai đầu là A và Hì, chỉ trừ một điểm nià ở đó nó tiếp xúc 
đường đồng mức. Nếu ứ nơi não đó có cực đại thì cực đại đó phải ở điểm này: ở 
điểm cực đại cám đường dịnh trước tiêp? xúc đường đồng mức, 

Đó là một ý sâu xa về tư tưởng tổng quát ấn náu trong thí đụ của ta. Tuy 
nhiên, ta hãy nghiên cứu ấn ý đó. Ta sẽ ấp dụng tư tưởng đó vào trường hợp 
đơn giản tương tự và xem nó giúp tà giải bài toán ra sao. Đây là mội thí dụ đề. 

Trên đường thẳng đã cho, tìm điểm cách một điểm đã cho mỗi khoảng cách 
Ngàn nhất. 

Ta hãy dùng các kí hiệu thích hợp: 

A là điểm đã cho, 
+ là đường thẳng đã cho. 

Tà hiểu ngắm là điểm Á không năm trên đường thắng ø đã chủ. Cần tìm 
khoảng cách ngắn nhất từ Ã tới ở. 

li cũng biết cách giải rồi. Hãy tướng tương rắng bạn bơi trong biển lãng 
sóng; lúc đó bạn ở điểm À; đường đ là bừ biến hoàn toàn thẳng, Đối nhiên, bạn 
cảm thảy sơ và muốn bơi vào tới đất liên càng nhanh càng tối, Đâu là điểm của 
bử hiển gắn nhất? Không cần suy nghị nhiều. ban cũng biết điểu đó, Con chó 
hay con hò bị nếm xuống nước thì ngày tức khắc bơi theo đường vuông póc Từ 
À. LỚI dd; 

Tùy nhiền, mục đích của ta không phải chỉ là tìm lời giải mà củn là nghiên 
Cứu ÿ tổng quát giúp tá tìm được lời giải đó. Đại lượng rnảã t4 muốn tìm cức tiểu 
là khoảng cách từ điểm biên thiên đến điểm đã cho A. Khoảng cách đó phụ 
thuốc vị trí của điểm biến thiên. Đường đồng mức của khoanp cách đó, cố nhiễn 
là các đường tròn đồng tâm Á. "Con đường đã định trước" là đường thắng ø đã 
cho. Cực tiểu không đạt được ở điểm mà con đường định trước cất đường đúng 
tức. Thất vậy, nó đạt ở một điểm (duy nhất) tại đó con đường định trước tiếp 
xúc đường đồng mức (ứ điểm MI trên hình 8.4). Khoảng cách ngân nhất từ điểm 
À đến đường thăng œ là bán kính đường tròn tâm À và tiếp xúc với œ, điều mã ta 
đã biết từ đầu, Nhưng dẫu sao, ta cũng đã học được một cái Ei đó. Ý tổng quải 
bãy giờ hình như rõ ràng hơn và để nghị bạn đọc làm chơ nỗ hoàn toàn sáng tö. 
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Nhớ lại, rãnh mạch các nét chung của các bài toán trên, tất nhiên ta cổ tìm 
được những bài toản tương tự mà ta có thể ấp dụng lược để giải như vậy. Đầu 
tiên, ta đã xét một điểm biến thiên trên mặt phẳng và tìm cực tiểu hay cực đại 
của hằm số của điểm đó trên con đường đã định trước. Song, ta có thể xét mội 
điểm biến thiên trong không gian và tìm cực tiểu hay cực đại của hàm số trên 
mặt đã định trước. Trên mặt phẳng dường bếp tuyển đồng mức có vải trò đặc 
biệt, Sự tương tự khiến ta hì vọng rằng trong không giản, mặt tiếp diện đồng 
mức cũng có vai trò tương tư. 


4. Các thí dụ 
Ta hãy xét hai thí dụ có thể giải bảng cùng một phương pháp nhưng lai có 
rất ít điểm giống nhau. 
|) Tim khoảng cách ngắn nhất giữa hai đường thẳng chếo nhau đã cho 
Ta kí hiệu: 
œ và b là hai đường thăng chéo nhau đã cho, 
X là diểm biển thiên trên đường thẳng ađ, 
Y là điểm hiến thiên trên đường thắng ?; 
xem hình 8,5. Cần xác định một vị trí của đoạn thẳng XY sao cho đoạn thàng 
này lã ngắn nhất. 





Hình 8.4. Mộ! tiên tuyên đắng mức khúi Hình 8.5. Hai dưỡng thẳng chèa nhan 


Khoảng XY phụ thuộc vi trí hai đầu X và Y của đoạn thẳng XY, chúng đều 
là những điểm biến thiên. Có hai điểm biến thiên chứ không phải chỉ có mội, 
và đỏ chính là khó khăn đặc trưng của bài toán. Nếu hư một trong hãi điểm 
này đã biết, đã cố định, không thay đổi, chỉ còn có điểm kia thay dồi thì bài 
toán có lẽ cũng dễ. Thực ra, bài toán cũng không phải mới lạ, nó giống hệt bài 
toán vừa mới giải (§3). 
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Ta (am thời cố định một trong các điểm biến thiên ban đấu. Y chẳng hạn. 
Khi đó, đoạn thẳng XY sẽ nắm trong rmãt pháng đi quả điểm cố định Y và 
dưỡng tháng đã cho ø và chỉ có môi trong hai dấu của nó, X là biên đổi, chay 
dọc đường thăng ở, Rõ ràng là độ dài đoạn XY sẽ cực tiểu khi đoạn thẳng này 
vuông gúc với z (do š§3. hình 8.ả!. 

Nhưng ta có thể đánh đổi vai trỏ của hai điểm X và Y. Hãy giờ, ta cổ định 
X và chỉ cha điểm Y thay đổi. Rõ rằng là doan thàng XY sẽ thành ngăn nhất 
khi nỗ vuôïp nóc với ñ. 

Vị trí cực tiểu của đoạn XY hiển nhiên không phụ thuộc vào cao hứng của 
ta và vào chỗ ta nắn cho các điểm X và Y vai trò não, và như vậy, La có thể cảm 
thấy ráng ở vị trí đó đoạn tháng vuông gúc cả với œ lẫn với 6. Ta hãy xét kĩ hơn 
tỉnh huống này, 

Trang thực tế, chứng minh trên đã trực tiếp chỉ ra vị trí của cực tiểu không 
thể ở chỗ nào (và nó chí giản tiếp vạch ra vì HrÍ cực tiểu phải ở chỗ nào), Tôi 
kháng định rằng ví trí mà tại đó, đoạn thắng XY không vuông póc với đường 
thăng a tại điểm X, ¿hông phải là vì trí của cực tiểu. Thực tế, tôi cỗ định điểm 
Y và chuyên điểm X đến mót vị trí khác sao cho XY trở thành vuông gúc với ứ, 
và như vậy, tôi làm chơ đoan thẳng XY ngắn hơn (cần cứ vào §3}). Suy luận đó 
rÕ ràng cũng có thể ắp dụng được đối với Y như nó đã được ấp dụng đổi với X 
và vị dây ta thấy: chiếN tả! duan thẳng XY không thể cực tiểu nếu đoan thẳng đổ 
khóng tung óc tủ tới d 0à B. Nếu khoảng cách ngắn nhất tần tại thị nó nhấn 
đạt hược đới uối đường thẳng vu ậng nóc chưng của hai đường thẳng đã cho. 

Ta không nên với tìm. Quá vậy, thoát tiên tá có thể thấy rằng đường vuông 
góc chung thực tế là Khoảng cách ngắn nhất, la giá sử rằng, trên hình §.Š, mãi 
phảng của hình vẽ song song với cả hai đường thắng đã cho ø và b (a cao 
hơn, b thấp hơn), Ta có thể coi bất kì điểm hay đường thắng não trong không 
gian như được biện điện trên hình 8.5 hằng hình chiếu vuông góc của nó. Chiếu 
đài thực sư của đuạn thẳng XY bảng canh huyền của tam giác vuông: cảnh thứ 
hài của nó là hình chiếu vuông sóc của đoạn thẳng XY, biểu điển trên hình 8-5; 
cạnh thứ bà lã khoảng cách ngắn nhất eiữa hai triát nhẳng song song, mỘt trong 
các mật phảng đế qua ø. mắt kia qua b và cả hai song søng với mắt phẳng của 
hình vẽ. cạnh thứ ba vuông góc với mặt nhàng này, Do đó, hình chiếu của đoạn 
thang XY biểu điển trên hình 8,5 càng ngắn khi chiếu đoạn thắng XY càng 
ngắn. Hình chiếu của đoan XÃ quy về môi điểm, chiều đài của nó bằng ÔÖ và, 
như vậy, chiếu đài của XY đạt cực tiểu khi và chỉ chỉ XY vuông nóc với mãi 
phẳng của hình vẽ, tức là với cá hai đường thẳng ø và b. 

'Nhữ VãY, ta da xác nhận trực Hếp điều mà rước đây ta đã phát hiện hàng 
phương: phán khác. 
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3) Tìm cực dại của điện tích da giác nột HẺ] Trong HỘI ưỜng trần đa chau 
ti có xố tụnh đã chủ 

Cho mớt đường trồn. Trên đường tròn đó 14 cần chọn ø0 đỉnh U,.., W, AT 
và Z của đa giác sao cho diện tích là cực đại. Cũng như trong bài toán (H1 ủ 
trên, khó khăn chính có lẽ là ở chỗ có nhiều biến (các đỉnh U.... W, X, Y và 
Z). Nào, hãy thử dùng phương pháp đã được xây dựng ở bài toán trước. Thực 
chất của phương pháp đó là gỉ? 





Hinh 8.6: Tam guấu có diện th Ù rực đại 


Tủ coi bài toán như đã giải gẫn xeng. Ta hình dung rắng, ta đã có được vì 
trí cắn âm của tt cả các dinh, trừ một đỉnh X chẳng hạn; n — Ì điểm khác, LÍ... 
W, Y vã Z đã được cố định, mỗi điểm ở vào đúng vị trÌ Cua ở, những còn cần 
chon X sao chủ điền tích là cục đại. Song, toàn bộ diện tích do hai phần hợp 
thănh; đa giác U...WYZ với m— 1 đỉnh đã được cố định. đa giác nây không phụ 
thuộc X, và tam giác WYX phụ thuộc X. Ta tập trung chủ Y vào LAHL giúc này: 
điện tích của nó phải trở thành cực đại khi toàn bộ diện tích trợ thành cực đạt: 
xem hình 8.6. Đây WY của tạm giác WYX đã được cố định. Nếu định X 
chuyển theo đường song song với WY thị điện tích vấn không thay đổi: những 
đường soñg sơng với WY như vậy là những đường đồng mức. Ta hãy chọn tiếp 
tuyến đông miức: Hiếp tuyển với đường tròn song sóng với dây WY. Điểm tiếp 
xúc của nó rõ ràng là vị trí của đình X làm cho diện tích tam giác WYX thành 
cực đại, Khi ở vị trí đó, tam giác trở thành cân, WX = WY. Nếu điện tích đá 
giác cực đại thì hai cạnh Kế phải bằng nhau. Nhưng lí luận đó cũng có thể ăn 
dung vào mọi cập cạnh kẻ: khí diện tịch đạt được cực đại tất cả các canh phí 
bắng nhau và như vậy, đa giác nói tiếp có điện tích cực đại phải là đa giác đecii 


B. Lược đồ hiển đổi từng phân 


Khi so sánh hai thí dụ nghiên cứu ở đoạn trên (§4), ta phát hiến đề đàng 
mốt vài nét chung và lược đó chung để giải bài toán, Trong cả Hải hải tbán. tá 
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đã Iìm dược cực trị (cực đại hay cực tiểu) của đại lượng phụ thuộc một ró yếu 
tó ĐIỆN fhuển, Trong cả hai bài giải, ta tạm thời cố định tất cả các yếu tố biển 
thiên, trừ một yếu tố và nghiên cứu hiệu quả của sự biến đổi của yếu tổ duy 
nhất đó. Sự biến đói đồng thời của tất cả các yếu tố biến thiên, hay sự biến đối 
dạy iẩn thí Không dễ đảng như thể, Băng cách nghiên cứu sự biến đổi từng nhắn, 
khi chỉ một yếu tổ biển đổi còn các yếu tô khác được cố định, ta đã giải được 
những bài toán của tá. Đó chính là nguyễn tắc làm cơ sở cho cách thức hành 
động cha tả; làm xô ƒ nhiều biên khẳng thể dạt cực thai đổi với toàn bộ tắt cả 
túc Biến của Hồ nếu không đạt được cực dại đối với mỗi biến riêng biết 

Lời khâng định đó quá chung mặc đù về một phương diện lai là môi han chế 
không cần thiết: nó gần quá chặt tới các thí dụ trên, trong đó ở mỗi thời điểm đã 
cho ta chỉ biên đổi có mớt yếu tố. Song, ta có thể hình dụng rằng trone các thí dụ 
khác, có thể có lợi hơn nếu chu biến đối đồng thời đúng hai yếu tố hay ba yếu 
tổ,... và cố định các yêu tế khác. Trong các trường hợp như vậy có lẽ nói tới 
“hiên đổi từng phần” còn tự nhiên hơn. Quan niệm lông quất bây giờ đã khá rõ, 
và sau một thí dụ nữa, bạn dọe có thể tự mình làm cho nó hoàn toàn sáng tỏ. 

Đonn thẳng củ Chiếu dài [ được chỉa làm n phân. Từn cực ti tÍCh Cua 
phản đề. 

Giả sử. xụ, x;..... +, là chiêu dài của a phần đổ; xị, xạ,.... x„ là các số đường 
với tông đã cho: 


Xị + Di +... r? rRu = Ẻ 


Cần làm cho tích xxa...v„ thành cực đai: 

Đầu tiên, ta hãy nghiên cứu trường hợp riếng đơn giản nhất; cho tỐng + + x2 
cua hai dại lượng dương; tìm cực đại của tích *Ixs của chúng, Ta có thể coi xế; 
và xz như các canh kể của mội hình chữ nhặt và phát biểu bài toán dưới dạng 


sau hãn dân hơn: cho biết chu ví L của một hình chữ nhật: tìm cực đại của diện 
tịch của nó. Thật vây, tổng của hai canh vừa nêu đã biếu 


tị +X§=- 


Bởi | P= 


Ta đoán dgay: diện tích thành cực dai khi hình chữ nhất là hình vuông, 
Có thể kiếm tra dễ dàng lời dự đoán dó. Mỗi cạnh của hình vung với chu vị 
l. bằng: 


Ẻ ` “Ny +- ` 
4 3ˆ 
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Ta phải chứng mình rảng, điện tích hình vuông lớn hơn diện tích hình chữ 
nhật, hay nói cách khác, hiệu của chúng: 


¬ 


° Ai Xe .. 
*, + #£ 
| Ì 3 ị NO 5 ŸỊ X3 
ì ¬ .ău 
À. £ 





là đương. Điều đó có thể như thế được khỏòng? Bảng cách biển đổi đại số đơn 
giản, ta sẽ được: 


MN-+4:x+ L "AC: - ở W 
) ' ỷ 


|“ 





Nhìn qua công thức này cũng thầy rõ cá. Về phải dương nếu xị không bằng 
xz và nếu hình chữ nhãt không phải là hình vuông. 

Nói gon hơn, diện tích hình chữ nhật với chủ vì đã cho thành cực đại khu 
Hình chữ nhật là hình vuông, tích hai đại lượng đương với tổng đã cho, trở 
thành cực đại khi hai đại lượng này bằng nhau. 

Ta hãy cố sử dụng trường hợp riêng mà tà vừa giải xong, coi nó như mội 
bậc thang để giải bài toán tổng quát, Ta coi bài toán như giải gẩn xong. Ta Hãy 
hình dung rằng, ta tìm được giá trị của tất cả các phần, trừ hai phần đầu +, và 
tz. Như vậy, ta coi xị và xạ là biến đổi, côn xạ, xạ.:.., x„ không biến đối. Tổng 
của hai phấn biến đổi thì không đổi. 

; + X3 =j ~ n4” co ng 
Hơn nữa, tích tất cá các phần: 
XiK2(X4X4...K„} 

không thể trở thành cực đại nếu tích x;x; của hai phần đầu không trở thành cực 
đại, Song, điều đó yêu cầu +, = +¿. Nhưng không có lí do nào để cắt nghĩa ai 
sao bất kì từng cñp khác của các phần lại không phải như thế. Cực đai tìm được 
của tích không thể đạt được nếu tất cả các đại lượng có tổng đã cho lại không 
bảng nhau. Ta trích đẫn Colin Maclaurin (1698 - 1746) là người đã suy luận 
như sau: “Nếu chia đường ÀB thành một số phần tuỳ ý AC, CŨ, DE, EB thì tích 
tất cá các phần đó, nhân phấn nọ với phần kia, sẽ cực đại khi các phần này 
bằng nhau”. 

Phân tích chứng mình trên, bạn đọc có thể học tập được nhiều điều sâu sác. 
Chứng mình đó là hoàn toàn như ý chưa? 


L4u 


hftps://tieulun.hopto.org 


6, Định lí về trung bình cộng, trung bình nhân và các hệ quả 
đầu tiên của né 


Ta hãy nghiên cứu kết quả của đoan trên. 


C7iả sử: #ị+lư tái #1 „= Í 
Ị đị 
khi đỏ: Linh TỊG VIẾ - |2) 
"7 
_ NT - ` SE uc: h Ỉ Ề s _” D s 
nếu điệu KIỆH vị = tạ =Yị=...=„< — không được thoả mãn, Khử j, ta có thể 
ý 
phát biểu kết quá này đưới dạng: 
vụ 
| ta tu 
3h đo nÀc, <= | ——=———————— 
k H 





-n cất (in d9. „ P 
sh A^¬.« ÏU Sổ” - ————= 
t 





hay: § 


nếu kháng phải tất cả các đại lượng dương x I2 43,....3„ đếu hằng nhu: nếu các 
dại lượng này đều băng nhau thì bất đáng thức thành đẳng thức. Vẽ trái của bất 
dãng thức trên gọi là trung bình nhân và vẽ phải là trung bình Công của các đại 
lượng x/,1›:,.vx„. Đôi khi người La gọi định lí vừa phát biểu là "định H về 
trung bìnli cộng và trung bình nhãn” hay ngắn gọn hơn, “định lí về trung bình”. 

Đình lí về trung bình hay và quan trọng về nhiều phương diện. Điều đáng 
ah nhớ là có thể phát biểu theo hai dạng khúc nhau: 

Tịch cHa n đại lượng đương với tổng la biết trả thành ¡ 'WC đựi khi tắt củ cát 
tt: lương đó hẳng nhu 

láng của " đại lượng với tích đã biết trở thành ‹ tú tiêu khị tắt củ các đai 
dương này bằng nhan, 

lrong công thức đâu, la nói về cực đại, trong công thức sau - vẻ cực tiểu 
tương ứng. Kết luận của đọan trên thuộc về công thức thứ nhất, Biến đối có hệ 
thống kết luận đó, ta có thể đi đến công thức thứ hai. Song, đơn giản hơn là 
nhận xéi rắng, bất đẳng thức giữa các trung bình bao hàm đồng thời cả hai 
công thức: muốn có công thức này hay công thức đã biết, Tả có thể gọi hai 
công thức này (thật ra tương đương) là những cóng thức liên hợp. 


Định lí về các trung bình giúp ta giải nhiều bài tuán hình Học vẻ cực đại và 


cực tiểu. Ở đạy, ta chỉ xét một thí dụ (các bạn có thể mm thấy ở cuối chương 
này nhiều hải tập khác }, 
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Cho biết diện tích mặi ngoài mội chiếc hộp. ¡ tím giđ trị cực dại của thể tích hộp. 

Tôi dùng từ "chiếc hộp” thay cho từ “hình hộp chữ nhật” vì từ “chiếc hộp" 
diễn đạt đầy đủ và ngắn hơn nhiều so với thuật ngũ chính thức. 

Có thể thấy trước lời giải một cách dễ dàng và vì ta đã thấy trước nên lời 
giải sẽ đễ đàng quy về định lí về trunE hình. Giá sử a, b„ c là chiếu dài của bà 
cạnh hộp, xuất phát từ cùng một định. 

$ là diễn tích hệ mật, V là thể tích. 

Rõ ràng lã: 

$>= ?(ah +ac+bc} V = dù, 

Sau khi nhận xét rắng tổng ba đai lượng ab, ức Và bị bằng S2, còn tích của 

chúng bảng V'ˆ, tất nhiên, ta nhớ tới định lí rung bình: 








Đà lên +. (ubh+ ac+ bé Ì ằ 
V = (abv} cm ĐuẾ: | TT m | 
| Ạ _. Ỷ LŨ; 


nếu không xảy ra đẳng thức: 
¡ah = ức = bc tức 4= he: 
Mót cách khác: 


MỸ: | 


Eal: Í:. Sa 


‹ÍÐ 

Lỗ; 

nếu chiếc hộp không phải là hình lắp phương; con nếu là hình lập phương thi tá 

tó đăng thức. Ta có thể phát biểu kết quả theo hai dạng khác nhau (thật rã là 
tương dươn?: 

Trong tải củ túc hộp Lỗ diÊn tích mt ngoài tử của, hình lật phường Có thử 
tích lớn nh. 

Trong tất cá các hộp có thể tích đã cha, hình lận phương cô điện tích một 
ngu Tờm nhất. 

Cũng như ở trên. tả có thể goi hai công thức này là công thức Hiện hựnp và 
một trong hai công thức liên Hợp này nói về cực đại, còn công thức kia nói về 
cực HIẾU. 

Việc áp dụng đình lí về trung Bình nói trên củng có những ưu điểm của nó. 
Ta có thể cói nó như một lược đổ và tập hợp lai các trường hợp mà định H về 
trung bình có thể áp dụng môi cách tương 1Ự: 
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]{{_“ÌẼỊ}_†_ AT TS ST“ ”oet” ra” SE ENEESEEEESSHISSESES.EB.SS®e 2e e2 TS 2556 SE TEEN C11 G1 GEN GEEEEEGSEEEEEEEGOHOSEEEEEEODSEEEDDESEEGOIORDEEGTEESODEEEDLGGSSEEEEESETS2SS%2£ san s3 ääắẵšäỗïÏïnngggasa%ẳẶẳẶ%ằẳẶẳ=œ%ềẽéee=ee==e=ss=s==>- son m— 


L1, Nguyên Lắc dường dồng mức tương giao. Hãy xét hàm f của điểm biến thiên 
trên mặt phẳng, cực đụi và cực tiểu của hàm ƒ trên đường đã đừnh tr wvốc và 
dường đẳng mức của hàm ƒ, phản cách hai vàng của mặt phẳng, ở mậi 
trang các tàng đá, ƒ có giá trị lớn Hơn, côn ở vững kíu - có giả trị nhỏ hơn 
giả trí ở ngay trên đường đồng mức. 

Nên đường tủ rảnh trước cất đường đông mức Hày thị ở giao đt hàm Ƒ 
không có cực đại cũng không có cực tiểu. "¬ 

12, Bán đó khoanh vàng ở hình 8.7 biểu diễn đính B và đèo thoặc điểm yên 
Hgựu với mật phẳng tiếp xúc nằm ngang) P. ĐI trên một vũng như vậy, có 
phi nhất định bụn sẽ tới điểm của nhất trên con đường di của mình d diễm 
mà dường tH này tiên vúc đường đồng mức không?” 


đN 






Hình 8.7. Các đường đồng mức trên bản đồ khaanh vắng 


13. Gii sứ A và 8 là hai điểm đã cho, X là điểm biến thiên trên mặt phẳng Cóc 
AXB tà hàm của biển thiên X. Góc này có thể có giá trí từ Ú°* đến 180” fbaa 
gốm cả giá trị biến). 

(1) Hãy mà tả đây đủ đường đồng mức. [2) Trong hai đường đồng nuïc khác 
nhau, đường nào lững với gi trị lớn hơn của gác” 

Bạn có thể sử dụng hình 8.1 và 8.3 nhịng cần nhà rõ ràng bảy giờ bạn có 
thể nhìn đoạn thẳng AH rư cũ hai phỉa. 
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27. 


28. 


à9 


+ 


[Tại sao?). Cúc số +, y và z là toa độ tam giác của điểm P. Tu có thể coi 
bất kì hệ ba xổ dương 4x, ý và z nào với tổng số Ï như là những toa độ tam 
thắc cu mỘI điểm xác đừnh đơn trị ở bên trong tam giác: 

ủy 4, ; #ì; LH $_, #I%, (Xa: Wạ, Š3 Na: 

xét ở thị dụ 24, được biểu diển trên hình 8.9 bảng dãy các điển. Các đoạn 
thang, nói các ciếm lần cặn, lần lượt xong sang với các cạnh khác nhan của 
taưn tú tới cạnh thự nhốt, thự húi, thự bạ, vàn đồ lạt với canh thử nhất....: 
(hấu mỗi đuạn thẳng luôn ở Hiến dường cưo của tam giác (Tại sao”) 

Quá trình của thí dụ 25 được biểu điển bảng bà điểm và hai đoạn thẳng 
(Thể nào?!. 





9n nnNnHGn HC SA PC ĐANG PC ỰNG CC 2/0ÀÁỐ vác 





Hinh R.E. Cáu tau đỏ tam giác Hình R.9. Các hước Hiên trển tiến gần đến râm 


Nghiên cứu tại lí luận của §4 (23) và biến dạng lí luận đó, hãy trước tiên tí 
dụ 24, rồi thí dụ 2Š làm mu. 
Điển kiện cửu để hàm ft, Y; z) có ở điểm (u, b, c} mật giả trị cực: đại hạy 
£?tt tiểu hì với 4 = d, v= b, S nêu tác đứa hàm tiếng" 

Áf 0} 3ƒ. 

ổt Ốy Ôz 
bững Ú 
Cách chứng minh thông thường của định lí này là thỉ tu về một trong các 
lược: đồ của chúng ta. Lược đỗ nào? 
Thành lập điều kiện cần dã biết rõ thiểu diểm quư các dạo hàm riêng] vẻ 
Viá trí cực đại hay cực HếH của hàm fx,y) với điền kiện pha (huy bố si] 
lq x và y liên kết bằng phương trinh g(x.yÌ = 1L Gidt thích gan hệ vét lược 
đồ tiếp tuyển đẳng mức. 


Nghiên cửu lại trường hợp nội trong thí chỉ l2 dưới únh vững củu đIỂU Kiện 
tủa Phí dụ 19. Có gi màu thuunH không? 
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l4: Iếi 


T  e  ụy kẸ -É LỄ (25. .„ hưu Sj LếP = HÃn - EM: ig908 ủ công đc từ LÁ ; 
TỢi TS VẦU liu Vợ hs Vu cuc vàn 8 đan. nổ cà (oế e9 MỤ nh UY 

s Monh về . SN, „TẾ "Na n Ặ _ 
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th cán biết dợn tí k hình: he tròn. Tìm giá trị của lu gốc ở nêm sao chờ thú EL 
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TOÁN HỌC VẬT LÍ 


l. Sự giải thích quang học 


Các bài toán toán học thường do thiên nhiên, hay đúng đơn dơ sư giải thích 
thiên nhiên của ta, đo khoa học vật H gơi ra. Thiên nhiên cũng có thể gợi ra cách 
giải bài toán toán học: vật lí cung cấp những chia khoá mà, néu phó mặc cho 
riêng mình, có lẽ ta khó mà tìm kiểm ra được. Bức tranh của (ta sẽ quá chật hẹp 
nếu ta không nghiền cứu các bài toán toán học do sự nghiên cứu vật lí gợi ra và 
giải bảng điển giải vật lí. Đây là bài toán đấu tiên, rất đơn giàn thuộc loại đó. 

|} Thiên nhiên gơi ra bài toán, Đường thẳng là con đường ngắn nhất giữa 
hai điểm đã cho. Ảnh sáng truyền trong không khí, từ điểm này đến điểm kia. 
đã chọn can đường ngần nhất đó; kinh nghiệm hảng ngày của ta. hình như cũng 
chỉ ra như thế. Nhưng cái gì xảy ra khi ánh sáng không truyền thắng từ điểm 
này tới điểm kia mà bị chiếc gương đật trên đường đi của nó phản chiếu lai, 
ảnh sáng có lại chọn con đường ngắn nhất không?” Trong các hoàn cảnh ấy, con 
đường ngắn nhất sẽ ra sao? Nghiên cứu sự truyền ánh sáng dẫn ta đến bài toán 
thuận tuý hình học sau đây. 

Trong mặt phẳng, cho trước một đường thẳng và hai điểm ở cùng mội phía 
đối với đường thắng. Trên đường thắng đã cho tìm một điểm sao cho tổng các 
khoảng cách từ đó tới hai điểm đã cho là nhỏ nhất. 

Giả sử Á và B là hai điểm đã cho (xem hình 9.1). 

f là đường thắng đã cho, 

X là điểm biến thiên trên đường thẳng !, 

Ta hãy xét tổng AX + XB của hai khoảng cách hay nói cách khác, chiếu 
dài con đường dẫn từ A tới X và từ X tới B. Cấn tìm một vị trí của điểm X trên 
đường thẳng / đã cho sao cho chiều đãi con đường đó là ngắn nhất. 

Ta đã gấp (§8.2, hình 8.1, 8.2, 8.3) bài toán rất giếng như thể. Thật vậy, cả 
hai hài toán cùng có những đữ kiện như nhau và cã ấn số trong hai trường hợp 
cũng cùng bản chất. Ở đây cũng như ở bài toán đỏ. ta tìm ví trí của điểm trên 
đường thẳng đã cho, sao cho đạt được một cực trị nào đó. Hai bài toán của ta 
chỉ khác nhau về bản chất cực trị đó. Ở đây ta IẦm cực tiểu của tổng các chiều 
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đãi của hai đoạn thăng, ở bài toán kia ta m cực đại ca gúc hợp bửi hai đoạn 
thắng ñây: 

Dấu sao, hai bài toán này quan hệ chát chế đến nỗi tất nhiên Phái thư đùng 
củng một phương pháp; khi giải bài tập ở §8.2, ta sử dụng các đường đóng 
miức; Bầy giờ, ta lại sử dung các dường đó. 

Tá hãy xét điểm X. không bất buộc phải ở trên cơn đường đã cho trước mã 
có thể di chuyển tự đo trên cả mật phẳng. Điểm X có thể di chuyển thế nào nếu 
dại lượng AX + XH (mà ta muốn tìm cực tiểu) có giá trị không đổi? Chuyển 
dộng theo đường chip với tiêu điểm ở A và B. Do đó, các dưỡng đồng mức là 
các clip có cùng tiêu cự (các điểm À và B đã cho]. Cực tiểu tấn từm đt được ở 
điểm nhì con dưỡng Ù đã cho trước tiến xúc với elip có tiên điểm là các diểm dã 
ga Ä tá 8 (vumt hình 9 2}. 





X 





Hình 9,1. Cửa dường nàa ngắn nhất Hinh 8.3. Tên tuyến đông th: 


+} Thiên nhiên gợi ra cách giải. Thực tế, chúng ta đã tìm ra lời giải. Song, 
tiếu ta không biết một vài tỉnh chất hình học của clip thì lời giải không mang 
lai nhiều lợi ích. 'Ta lại bất đầu và cố tìm lời giải cho ta nhiều thông tin hơn. 


đa hãy hình dung rõ rằng hiến tượng vật lí đã làm nảy sinh ra bài toán, 
Điểm Á là nguồn sáng, điểm B là con mất người quan sất, còn ƒ là vị trí mật 
phẳng phản xa, ta có thể suy nghĩ về mặt nắm ngang của cái hồ lặng sóng (mất 
fiaV vuông móc với mặt pháng hình 9.L và cất nó theo đường thắng /}.. Nếu 
điểm X được chọn đúng thì đường gấp khúc AXB biểu diễn đường di của ánh 
sang. Qua thí nghiệm, ta đã biết khá rõ dường đó. Ta nghĩ rằng chiếu đài của 
đường gầp khúc ÀAXB, khi nó biểu điển đường đi thực của ánh sảng phản xa, là 
ngắn nhất. 


Mát bạn ở điểm B và bạn nhìn về phía dưới xuống hồ phản chiếu và quan 
sát trong hồ ảnh của điểm AÁ. Tia sảng mà bạn nhận được không trực tiến 
truyền từ đối tượng A mà hình như từ điểm năm dưới tại hỏ. Từ điểm nào? Từ 
điểm A* là điểm phản xạ gương của A, đối Xứng với À qua đường thẳng †, 
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Hãy về điểm AÀ*, do thí nghiềm vật lí của bạn gơi ra, vào hình vẽ ! Điểm 
Á* này thay đối bộ mát bài toán. Tủ nhân thấy vô số quan hệ mới (hình 9.3) mà 
ta cần sắp xếp và sử dung nhanh chóng, Rõ ràng là: 
ÀX = A*x 
(A*X là ảnh phản xạ gương của đoạn thắng AX. Bạn cũng có thể dưa vào 
các tam piác bằng nhau ACX, A+CX: đường thắng / là đường thăng vuông sốc 
chữa đôi đoạn thắng ÁA*}). Do đó: 
ÄAX+XB=A'*X#£ÄXB 





Hinh:19.3, Củih giổdi của tên thÔN IN 


Cả hai về của đăng thức này trở thành cực tiêu với cùng một vị trí của điểm 
X. Sonp, vẽ phải hiên nhiên là cực tiểu khi ÄA"*, X và B năm trên cùng mội 
đường tháng. Đường thẳng là dường ngắn nhất. 

Đó là lời giải (xem hình 0.31. Điểm M, vị trí của cực tiểu của điểm X. là 
giao điểm của đường tháng 7 và đường thăng nổi Á* và B. Rõ rằng AM và MB 
tao với / những nóc nÌụt nhau: Vẽ đường thắng MỊN vuông góc với Í (song song 
với À* A} ta thấy ráng: 

AMNK= HNIN 
Hai góc này bằng nhau là đặc trưng cho con đường ngân nhất, 
Song, chính đăng thức: 
túc tới = góc phản xa 
cũng đặc trưng cho con dưỡng thực của ảnh sáng, như ta đã Biết quá thực 
nghiệm. Đo đó. thật ra. tĩa phản xa chọn con đường càng ngắn cằng tốt giữa vài 
và mặt, Đó là phát mình của Heron. 

31.Xo xinh hạt lời giải. Xem lại niột lần nữa lời giải đã hoàn chính thưởng 

cũng có ích, Trong trưởng hựp này, điều đó hai lấn có ích vì ta có hai lời giai 
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Bài toán này hình như có quan hệ với bài toán Heron. Ta cấn làm cho hai 
bài toán này xích gần lại nhau, thiết lập giữa chúng mối quan hệ càng chất chẽ 
cảng tốt. Nếu tạm thời ta cố định khoảng cách CX (chẳng hạn ta gọi nó hằng r) 
thì mối quan hệ hình như đã thực sư rất chải chế: ở đây cũng như ở trên kia, ta 
cán tìm cực tiểu của tổng AX + BX của các khoảng cách từ một điểm động tới 
hai điểm cẽ định. Chỉ khác ở chế là, ở đây, X phải chạy trên đường tròn (bán 
kính r, tâm ở €) và ỡ trên kia lì trên đường thẳng. Bài toán trước thuộc về phép 
phản xa qua nương phẳng và bài toán này thuộc về phép phản xã qua gương tròn. 

Ta hãy tin vào ánh sáng: nó đủ khả nâng tìm được con đường ngắn rất từ 
Á tới pương tròn và từ đó tới B. Nhưng ánh sáng truyền đi sao cho góc tới bảng 
góc phản xa. Do đỏ, trong vị trí cần tìm của cực tiểu, đường thắng đi qua € và 
Xixem hình 0,4} phải chúa đối góc AXB. Do nguyên tắc biến đổi từng phần và 
đối xứng của các điều kiện, các dưỡng tháng tương ứng cũng phải chia đôi các 
súc AXC' và BHXC. Ba đường thắng nối X với A. B và C chia mật phẩng thành ú 
cốc, ra X là định chung. Nghiên cứu Kĩ các cập góc đổi đính trên hình 9.5, La 

thấy dẻ dàng rằng cả 6 pốc đều bằng nhau và do đó, môi góc đều bảng 607. 8u 
cøn đường, xuất phát rừ trung tâm vận túi, tạo thành ba góc bằng nha, góc 


giữa bất kì hai đường nào cũng bảng 120”. 





Hinh 9.4, 7g tắm tán tại tà ương trấn Hình 9.5. Trưng tâm tần tát 

(Nếu ta nhớ rằng phương pháp biến đổi từng phần, mà tú đã sử dụng, có 
mốt số han chế, thì ta có thể phê phán lời giải của tái. 
2, Giải thích cơ học 


Bắt kì thành phần nào trong thí nghiệm của ta, các hiện tượng quang học, 
cơ học hoặc các hiện tượng Khác nào đó đều có thể gợi cho ta những bài toán 
toán học và các lời giải. Bây giờ ta hãy xéL xem đối khi các nguyên tắc cơ học 
đơn gián có thể giúp ta tìm ra lời giải như thế nào. 
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L Cho một sợi dây mà hai đầu Bị buộc chật, luốn qua một vòng năng, Hãy 
tìm vị trí cần bảng. 

Ta-hiểu ngắm răng sợi đây hoàn toàn mềm (để uốn) mà không dẫn, không 
tính đến trọng lượng của nủ, cải vòng Trượt theo sợi dây không bị ta sắt và 
kích thước của vàng tròn nhỏ sao cho ta có thể coi nó như một điểm toán học. 

Ciả sử A và B là các đầu đây bị buộc, X là một vị trí bất kì của vòng. Trên 
hình 96, sợi dây làm thành mút dưỡng gấp khúc ÁXH. 

Bài toán này có thể giải bằng hai phương pháp khác nhau. 

Thứ nhất, vòng có thể treo lơ lửng cầng 
thấp càng tốt (thực Lế vòng nạng; nó “muốn” 
càng gản sát đất. ngida là càng gần lâm Trãi 
tất, càng hay), Cá hai phần AX và BX cụn 
sơi dãy không dãn điều bị cảng và như vậy, 
vùng trượt đọc sợi đây, vạch ra một clip với 
tiểu điểm Á và B. Rõ rằng là vị trí cân bảng 
là điểm thấp nhất M của clip này, tại đó tiến 
IHYÊH nâm Han: Hinh 9B. Hai điền kiên cân hằng 

Thứ hai, các lực tác dung vào điểm ÀM của sợi dây phải cần báng. ở điểm 
cổ trong lượng cua vòng vũ lực căng của sợi đây tác động. Lực cả ng ở hai phần 
sơi dây, MA và MH, đếu báng nhau và hướng đọc theo sợi dây về A và B. Hơp 
lực của chúng chia góc AMB lâm đổi và vì đối lấp với trong lượng của vòng 
nên hưởng thung đứng. 





SOIE, Cả hai lời giải phải phù hợp: Do đó, các đường thẳng MA và MB 


ñhư nhau đối với tiếp tuyển năm ngàng của clip: Hài dường thắng nói hai trêu 
điểm của: elin với mút điểm M tuỳ ý Hiến đường clin, đến xiên ắc như nhau đối 
UỚI Tiếp tuyêm ở thêm Âƒ [giữ nguyện chiếu đãi đoạn thẳng AB nhưng thav đối 
gÓC xiên của nó đối với đường năm ngàng, ta có thể đặt MỊ ở bất kì ví trí nào ở 
trưa đười của elipì. 

Ta đã m được kết qua đã biết [§T (3)] bằng phương pháp mi mã ta có thể 
t1" dụng sau này, 

“} Có lẽ không cần phải biết nhiều về cơ học chúng 1a cũng đủ trình độ để 
không những tìm được lời giải của bài toán cơ học nói trên mà côn để Iìm dược 
Hai lời giải, dựa trên hai nguyên tắc khác nhau. Khi so sánh hai lên giải đó, 
chúng la di tới một sư kiện hình học lí thú, Liệu tạ có thể sử đụng một phần 
nào của những kiến thức cơ học chưa đùng tới đó vào con đường khác không ” 


lồ 


hftps://tieulun.hopto.org 





Nếu #ăp máy một chút thì ta sẽ có thể hình đụng cơ chế giải bài toán về 
Irung tâm vận tải nghiên cứu ở trên |[§] (4)|. Ba ròng rọc quay quanh tHỘt Irục 
(cái đỉnh) đồng trên môi bức tường thắng đứng ở các diễm AÁ, B và C (hình 
9/7), Ba sơi đầy XÁP, XBQ và XCR trên hình 9.7 luôn qua ba ròng rọc tương 
ứng ở A, H và €. Ha sợi dây được nối ở đầu 
chưng X và ở môi đầu kia của các sợi đây 
treo các khỏi năng tương ứng P, Q và E. 
Các khối P, Q và R nặng bằng nhau, Ta 
phí Hm vị trí cân bảng, 





Tất nhiên ta cần hiểu bài toán với nói 
dung đơn giản hoá như thường làm; các sợi 
dây hoàn toàn mềm và Không dân, ma sái do 
trong lương của các sợi dãy và kích thước 
các ròng rac không đáng kẻ (Ea coi các rộng 
tọc như những điểm). Cũng như ở [ (1} tạ 
Củ thể giải bài toàn băng hài ðltưững pháp Hình 8.7: Trung tâm vàn tiết nhờ cử tiên 
khúc nhau. _ tủ# Mọi 

Thứ nhất, ba khối năng phải cũng treo lơ lửng càng thấp càng tốt, nghĩa là 
tổng các khoảng cách của chúng tử một mực ngàng đã cho (mật đất} phải nhỏ 
nhất (lức là thế năng của hệ phải cực tiểu: hãy nhớ là ba khối nặng bằng nhau). 
Do đó. tổng ÁP + HỢ +CR phải cực đại. Vì chiều đài môi sợi dây là không đối 
nên tổn AX + BX + CX phải cực tiểu và như vậy bài toần của ta đồng nhất với 
bài toán về trung tâm vận tải ở §Ì (9, hình 9.4, 9.5. 

Thứ hai, các lực tác đụng vào điểm X phải cân bằng nhau. Ba Khối nàng 
như nhau căng một sơi đây với cũng mội lực và các lực HÃY được cúc rông rọc 
truyền đi neuyên ven, không bị mà sát lâm hao tồn. Ha lực băng nhau, tác dung 
vào X lần lượt theo đường thẳng XA, XE và XỂ phải cân bãng nhau. Rỗ ràng 
là, do đối xứng, các lực này từng đối mỘT phải tạo thành những góc bằng nhan, 
tóc giữa bài kì hai trong số ba sơi dây, cũng nổi lại ở X, hãng 120ˆ (lạm giác 
dỡ ba hức tạo thành là đều, các góc ngoài của nỗ đều bảng 1201. 

Điều đỏ xác nhận lời giải ở §1 (4) (về phương diện khác, su giải thích cơ học 
=á thể lầm nổi hật lên một vài han chế cần thiết đối với tập hợp bạ điểm À, B và C}. 


+. Giải thích mới 


Chiếc đũa nhúng một nữa vào nước, hình như bị bẻ gây cấp. Từ đó ta kết 
luận rằng ánh sáng ở trong nước cũng như trong không khí truyền đi theo dưỡng 
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Trên đường thẳng í ta phải chọn điểm X 
thích hợp để tổng thành cực tiểu. Ta cẩn 
tìm X nếu đã biết A. B,œ, v và?. 

Cải bài toán này mà không dùng phép 
tính vi phân thì không dê đâu. Fermiat đã 
giải bài toán này bảng cách nghĩ ra môi 
phương pháp. phương pháp này suy đến 
cùng dẫn đến phép tính vị phân. Tủ sẽ làm 
theo một cách hoàn hảo các chỉ dẫn đã nêu 
ở thí dụ của đoạn trên. Nếu gân may chúit 
ít, ta sẽ hình dung được cơ chế giúp giải " 
được bài toán về cực tiểu đã néu (hình 9.9). — Hình 33, Khúc vự do cơ cẩu từ hụui 

Võng X có thể trượt theo một truc Í năm ngang, xuyên qua VÒnE ở đảu X Có 
nói hai sơi chỉ XẤP và XBQ. Mi sựi chỉ đó vòng qua một rồn# rọc (lương ứng Ở 
A, và Bì và ở đấu kia của sợi chỉ có treo một khối năng (tương ứng ở P và Q). 
Vấn đẻ chính là chọn các khối năng. Các khối nặng này không thể bàng nhau: 
Nếu chúng bảng nhau thì dường AXBH ở vị trí cần bảng sẽ là đường thắng (ít nhất 
cũng có vẻ đúng như vậy) và, do đó, né không thích hợp để hiểu diễn con dường 
của ánh sáng khúc xa. Ta hãy tạm gác việc chọn các khối nàng và đưa ra các kỉ 
hiệu thích hợp. Ta gọi khối nặng ở đầu P sơi dây thứ nhất là p, khối nặng ử đấu 
Q sợi dây thủ hai là ¿. Bãy giờ tà phái tùn vị trí căn bằng (ta cũng thưa nhận 
những điều kiện đơn giản hoá thông thường: tục tuyệt đối cứng, các sợi đây 
tuyết đối mềm nhưng không đãn; ta không kể tới ma sắt, trong lượng các sợi dây 
và phản lực của chỗ gặp góc của chúng. kích thước củu các rông rọc vũ của 
vóngÌ. Cũng như ở §2, la giải bài toán này bằng hai phượng pháp khác nhau. 

Thứ nhất, hai khổi nâng phải cùng treo lơ lửng căng thấp cảng tối (nghia là 
thế năna của hệ phải cực tiểu). Suy ra rằng tổng: 

XP, + BQ.# 
phải cực đại. VÌ chiểu đài môi sợi dây không đổi nên tổng 
AX,p+XBu 





phải cưc tiểu. 
Điểu đó rất giống với bài toán Fermat, những không phải là môi. Song, hai 
bài toán này, cơ học và quang học, sẽ trùng nhau về mật toán học, nếu ta chọn: 


l 
h _ 4 tị — TẾ 
Ji L 
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Khi dó bài toán về cân bằng (hình 9.01, cũng đúng như bài toán Fermat về 
sự truyền nhanh nhất, yêu cầu rằng tổng: 
1X Xb 
————_= + ty 
lể t 


phải cực tiểu. Nghiên cứu sự cân bằng của hệ cơ học trên hình 9.9, đưới quan 


điểm thứ nhất. chúng ta đã tìm ra điều đố. 


phái cân bàng nhau. Lực cảng do các khối 
nạậng không giảm di do na sải ở các rồng 
rạc ma được truyền loàn ven ở đấu chung 
tỦaá Các sợi dày có tác động hai lực mà 


Thử hai. các lực tác động vào điểm X : R 
| - 
ị 


Ằ 3 rẻ 8 Ỉ ả Ịị ra là 
cường đó tương ứng là — và:—, Hữ#öãi 1a 
lấi #_ 


mốt lực tác động theo phương của sợi dây 
lươngh ứng. Các lực này không thể kéo cải 
vòng về theo phương thăng đứng được, vì trục ý xuyên qua vẻng tuyết đối cứng 
tphần lực thăng đứng của trục có thể có cường đô tuy ý) 





Himh 9.11. Định tut khúùc su 


_=ũng, các lực thánh phản nằm ngàng của hai lực cảng đỏ, có hướng đổi lập, 
phái triết tiêu lắn nhau, phải Dãn nhàn về cường đỏ, Đề biếu điện quan hệ đó, ta 
BÓI BÓC hợp bởi hai sợi đây và đường thẳng đứng đó qua điểm X là œ và l. xem 
Hình 9. LU, Sự bằng nhau của các thành phần nằm ngang được biếu điện như sau: 


Ị Ko, 
=šHØ = =SHLỦ 
H V 


SIHØữ# 


SH ...... 


hãy: —— #—, 
S1ỸẦẾỦ + 


HÓ là điên kiến cực tiến. 


Bầy giữ 1a lại quay về cách giải thích quang học. Góc pHĩa Ha tôi và pháp 
tIYỆNH của tHÁI khúc xa goi là nóc tới, còn ĐỐC giữa Ha phản xã và pháp tuyển là 
BÓC khúc xa. Tỉ số ~~ của các văn tức lu thuộc hai môi trường, nước và không 

k DnẾ 
khí, mà không phụ thuộc vào hoàn cảnh hình học như sự nhân bố các điểm AÀ và 
BH chăng hạn. Do đó, điều kiện cực tiểu đôi hỏi sin tru góc tới và củu gót: khúu 
1d củ fl xô khủng đãi, tí xố này chỉ DhH thuốc uàậu hút mỗi trở) re (hiện nay In goi 

] ii P8... rao TI N TA: Ñ #ẻ Cu Nhớ tụ GẾ *Í 8 h x v : “- 
tí số đỏ là chiết suất), “Nguyên lí thời gian nhỏ nhất" của Eermat dẫn đến định 
lật khúc xi cui xhnellru KT: định lưậi FÀV đã ức t2 Tại tt (| HÀ sú{ xắc nhận: 


kở 


Ni: 
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lrên một chừng mực nào, ta đã ón lại lịch sử của một phát rnình quan 
trọng. Phương pháp giải (mà ta dã sử dụng thay cách giải của Fermat) cũng 
đáng nêu lên. Đầu tiên, ta điển đạt bài toán bằng giải thích vật lí (quang học). 
Sone, để giải bài toán, ta suy nghĩ một cách giải thích vật lí khác (cơ học}. Lớn 
giải cua chúng ta là lời giải bằng mốt giá? thích mới, Các lời giải như vậy có 
thế vạch ra những tương tự mới giữa các hiện tượng vật lí khác nhau và có giá 
trị nghệ thuật độc đảo. 


4. Tohann Eernoulli tìm ra đường đoản thời 


Một chất điểm nặng bắt đấu chuyển động từ vị trí đừng ở điểm A và trượt 
không ma sát theo mặt nhàng nghiệng tới điểm thấp B. Chất điểm đó, bài đâu 
chuyển động từ vị trí dừng, cũng có thể rơi từ À tới B theo một cung tròn, như 
khôi nãng của cơn lắc. Chuyển động nào chiểm ít thời gian hơn: chuyển động 
theo dưỡng thăng hay cung tròn? Galilei đã nghĩ rằng rơi theo cung trồn là 
nhanh nhất. Iohann Bernoulli hình dung trong mật phẳng thăng đứng, qua À và 
B. một đường cong tuỷ ý, nổi liền hai điểm đó. Có vô số những đường cong như 
vậy và ông bắt đầu tìm đường cong làm cho thời gian rơi cực tiểu; đường cong 
đó là "đường cong của sự rơi nhanh nhất”, hay “đường đoán thời”. Chúng tá 
muốn tìm hiểu cách giải rất độc đáo của bài toán này của Iohamn Bernoulli. 

Tá hãy đất vào trong hệ ta độ mút h T 
đường cong tuỷ ý đi từ A xuống B: xcin | | 
hình 9.11. Ta chọn điểm Ä lâm gốc tủa 
đỏ, truc 1 năm ngang và IFỤC * thủng 
đứng từ trên xuống dưới. Ta hãy xéI lực 
mã chất điểm trượt theo đường cong, đi 
qua một điểm (+, y) nào đó với vận lốc 0 
ñao đó. 





-ễ b 


: : : tư 
Eun củ hệ thức: —— = V | dàn Và 
2 Hình 8.11. ưởngh th cua hút dưng 


mà Rernoulli đã biết rõ, ngày nay ta suy ra hệ thức đó từ định luật bảo toàn 
năng lương. Nói cách khác, dù đường rơi thể nào, vận tốc đạt được » chỉ nhụ 
thuộc yIúc là chiều cao của sự rơi: 
¡= G61” (1) 
Điều đó có nghĩa là gì? Ta hãy cố hiểu bảng trực giác ý nghĩa cua sự Kiện 
cử bạn này. 
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Hãy kế những đường tháng nằm ngang (xem hình 9.11) chia mặt phẳng 
trong đó chất điểm rơi, thành các lớp năm ngàng hẹp. Chất điểm đang rơi 
xuyên các lớp này, hết lứp này đến lớn khác. Vận tốc không phụ thuốc đường 
nó đi qua. mà chỉ phu thuộc vào lớp mà nó xuyên qua ở mốt thời điểm nhất 
định: vận tốc của nó thay đói từ lớp này sang lớp khác... Chúng ta đã gập hiện 
tương như vậy ở đâu? EKhh ảnh sảng MÃI Trời chiếu xuống phía lú, Hó xuyên 
qua nhiều lớp không Khi, các lớp nãy có mất độ khác nhau; vị thế, vận lốc ảnh 
sáng thay đổi từ lớp này sang lứp khác. Có thể diễn giải bài toán cơ học bằng 
mỗi giai thích mI, quang học. 

Bảy giờ. ta nhìn hình 9.11 với nói dung mới. Ta coi hình này như biểu điển 
mốt môi trường không đồng nhất về quang học. Môi trường này chía thành 
nhiều lớp có H trọng khác nhau. Vân tốc ánh sáng trong lớp năm ngàng ở chiều 
sâu y, bằng (3gy} “ễ. Ánh 3ắng xuyên qua mới trưởng từ Á đến B (từ một trong 
các điểm đã cho tới điểm kia) có thể truyền đi theo những đường cong khác 
nhau. Tuy nhiên, ánh sáng chọn con đường nhanh nhất: thực tế nó truyền theo 
đương cong làm cho thời gian truyền đi là cực tiểu. Vì vậy, con đường thuc của 
(QHỈI xẴNG XHUYÊN guú mỗi trưởng, chữa thành nhiều lứn kháng đẳng nhất đữ mã 
¿l, từ A đến B, là đường doáänm thời, Song, con dường thực của ánh sánE tuần 
thép định luật khúc xa của Snellius, Lời giải đột nhiền xuất hiện một cách vỏ 
củng ró rằng: ]ahann Bernoulli tìm ra được cách giải thích mới rất độc đáo, làm 
cho bài toán tưởng chừng hoàn toàn mới và không giải được, trở thành để giải. 





Hình 9.12. Đuưưmg dị ca dnh sửng 


Còn phải có găng thêm một chút nữa, nhưng công việc ít đốc đáo hơn 
nhiều, Để cho định luật Snellius có thể áp dụng dưới dạng quen thuốc của nó 
(mã ta đã xét ở §3 trên), ta hãy thay dối một chút cách giải thích của hình 9.1]: 
vận tốc + phải thay đổi cùng với v, không phải liên tục, qua các bước võ cùng 
nhỏ, mà gian đoạn, qua các hước nhỏ, Ta hãy hình dụng một vài lớp nằm ngang 
bảng vật liệu trong suốt (vài bản bảng thuỷ tình) ngoài ra, mỗi lớp kế cận nhau 
lai khác nhau chút ít về mật quang học. Giả sử v, v' ”,.. là văn tốc ảnh 
xáng trong các lớp kể tiếp và giả sử ánh súng nẵng xuyên qua từ lứp nọ đến lớn 


“at 
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kia, hợp thành các góc tương ứng ơ, œ, œ", œ'”... với đường thăng đứng (hình 9.12), 
Theo dinh luật Snellius (xem §3): 
snzœ smnư ` sing” sing”'- 


_D— = 
—_———— 
.;.— te KTHGằ“+ 











ụ wÌ V V"” 
Bây giờ, ta có thể từ môi trường do các bán móng hợp thành trở vẻ mãi 
trường chia lớp của ta trong đó v thay đổi liên tục theo chiếu sâu (giả sử các 
bản trở thành vô cùng mỏng). Ta thấy rằng dọc đường đi của ảnh sáng: 
§In đ 


——— = hằng số. (3) 
L2 


Giá sử Í là góc giữa tiếp tuyến đường cong và dường năm ngang. Khi đó: 
dv 
œ+=090” talB = — =y 
B “lm:? TEAUC 2 
và nghữa là: 


¿cv *H2 


sind = cosj =(Ì + y”) (3) 


Đối chiếu các đẳng thức (1), (2) và (3) ttừ cơ học, quang học và phép tính 
vị phản suy ra), ta đùng một kí hiệu thích hợp để chỉ hảng số ử (2) và cuối 
cung, ta được: 

y(I + v^ =Ê., 

trone đó C là một hàng số dương. Đối với đường đoàn thời, ta dược một phương 
trình vị phân bắc nhất. Viếc tìm ra các đường cong thoả mãn phương trình đó là 
hài toán mà Bernoulli đã biết, Ở đây, ta không cẩn đi sâu vào chỉ tiết (sung 
xem thí dụ 34); đường đoàn thời, xác định bảng phương trình vị phân này, là 
dường +í.Jð//. (Đường xiclôit là đường do một điểm của đường tròn lân theo 
đường thắng vạch ra; ở đây, đường thẳng đó là trục + và đường trỏn lần theo 
truc + ở nhía dưới). 

Tuy nhiên, chú ý rằng nhờ trực giác. không cắn tới công thức, ta có thể 
thấy định luật Bernoulli đẫn tới phương trình vị phản. Thật vậy. định luật này 
xác định phương của các yếu tổ liên tiếp của quãng đường đi. biểu điển trên 
hình 9.123 và phương trình vi phân cũng làm đúng như vậy. 

Lớn giải bài toán về đường đoản thời của Bernoulli mà ta vừa xết ở đây có 
một giá trị nghệ thuật độc đáo. Nhin trên hình 9.11 hay trên hình 9.12, tá có 
thể thấy ngay bằng trực giác quan niệm then chốt của lời giải. Nếu ta có thể 
tháy được ý tưởng đó rõ rằng, để đàng và nhìn trước được cải gì suy ra từ đó thì 
ta có thể thấy rằng, trước mắt ta là một tác phẩm nghệ thuật thực sự. 
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Tắt nhiên, cách giải thích mới là quan niệm then chốt của lời giải của 
lohann Rernoulli. Ta đã hiểu hình vẽ (hình 9.11 hay 9.13) liên Hến theo hai 
cách giải thích khác nhau, trong hai “nội dung” khác nhau: đâu tiên với nói 
dung cơ học. sau đó với nội dung quang học. Phải chàng. mọi phát mình đếu 
do sự đổi chiếu bất ngờ và sự giải thích liến tiếp của hai nội dung khác nhau 
hay sao? 


?. Archimede tìm ra phép tính tích phân 


Trong lịch sử đã có môi trong những phái mình toán học vị đại nhất của 
mọi thời đại, bàt nguồn từ trực giác vật lí. Tôi muốn nói đến việc Archimede 
phát mình ra ngành khơa học mà ngày nay tạ gói là phép tính tích phân. 
Archmnede đã tìm diện tích của một viên nhân parnbol, thể hình cấu và gắn một 
tả KẼt quả tương tự nữa bảng môi phương pháp cùng kiểu trong đó khái niềm 
cân băng giữ vai Hrở quan trọng, Như chính ông đã nói, ông “đã neghiên cứu 
nhiều bài toàn học bảng phương tiền cơ học ”. 

Nếu ta muốn hiểu công trình của Archimede thì ta cần hiểu chút ít về trình 
độ trị thức lữm cứ sử xuất nhất của ông. Về thời Archimede, hình học của Hy 
Lập dã đạt tới định cáo: Eudoxe và Euclide là các bậc tiên bối. Apolonius là 
bắc học cung Lhời với Archimnede. 'Ea cần nhắc lại vài hoàn cảnh đặc trưng hình 
nữ đã anh hưởng tới phát mình của Archimede, 


Như chính Archimede đã cho biết, Democrite đã tìm rủ thể tích hình nón, 
ðng xác định rằng thể tích đó bảng 1/3 thể tích hình trụ cùng đây và cùng chiều 
cao. Ta không biết tí gì về nhương pháp của Democritre, nhưng có lẽ có môi vài 
cơ sở để nghĩ rằng ông đã xét cái mà ngày này tạ gọi là thiết diện ngang biến 
đổi hình nón. song song với đây của nó, 


Eudoxc là người dẫu tiền chứng tính kháng định Ðemocrite. Chứng mình 
điệu đó và các kết quả tương tư, ông đã phát mímh ra “phương pháp vét kiệt" của 
mình và đã xây dựng nền mọi tiêu chuẩn về tính chất chế cho toán học Hy Lạp: 


Ta cần hiểu rõ rằng người Hy Lạp, rheo nghĩa nào đỏ, đã biết "mình hoa 
toa độ”. Để nghiên cứu quỹ tích các điểm trên mãi phẩng, họ thường xéi 
khoảng cách từ điểm động tới hai trục toa độ cố định. Nếu tổng bình phương 
các khoảng cách này không đổi và các trục toa đô vuông góc với nhau, thì quỹ 
tịch là đường trỏn - mệnh đề nãy thuộc về hình Học loa độ nhưng cũng chưa 
phả: thuộc về hình học giải tích: Hình học giải tích bắt đầu từ lúc ta biểu điển 
hệ thức nói trên bảng kí hiệu đai sở dưới đang: 


1 ñ 


E É ¿ 
LÔ + e#.. 
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Cử học của người Hy Lap chưa bao giờ đại tối trình độ cao như hình học 
của họ vĩ bău dầu phát triển chăm hơn nhiều. Nếu ta đánh giá đúng các nghiên 
cứu chưa rõ rằng của Aristote và những người Khác thì ta có thể nói rằng cơ 
hục với cách là một khoa học đã bát dấu từ Archimmedec. Như mọi người biết, 
ông đã 1m ra định luật cấc vái HỒI. Ông cùng đã tìm ra nguyên tắc đón bấy và 
các tính chất quan trong của trong tâm mà 1a sắp cần đến. 

Bảy giờ, ta đã chuẩn bị đấy đủ để nghiên cứu một thí du có hiệu quả nhất 
tronp công trình của Archimede; ta muốn dùng nhương pháp của ông để tim thể 
trí hình cần. Archimnede coi hình cầu như một vật thể do đường tròn quay tạo 
nên, côn đường trồn Ông coi như quý tích các điểm, đặc trưng bởi hệ thức giữa 
khoảng cách từ điểm động đến hai trục toa độ cố định, vuông nóc với nhau, 
Viết theo kí hiệu ngày nay thường dùng, hệ thức này có đang: 

X* V = xiIT 

Đó là phương trình đường tròn bán kính z, tiếp xúc với trục y ở pốc toa đỏ. 
Xem hình 9.13, hình này chỉ khác hình nguyên bản của Archinede một ít thôi; 
đường trồn này quay xung quanh trục v, tạo ra hình cầu. Tôi nghĩ rằng việc áp 
dụng các kí hiệu hiện đại không lãm sai lạc ý Tưởng của Archmnedc. Trái lạt, 
hình như các kí hiệu đó buộc 1a suy nghĩ. gợi cho ta những lỉ do cỏ thể dẫn ta tới 
ý tưởng của Archimede và có le các lí do đó không khác quá xa VỚI các lí do đã 

ñn chính Archimede tới phát mình của mình. Trong phương trình đường trên có 
sổ hang V”) La thấy rằng ny^ là điên tích thuế† điệm ngàng biến thiên của hình CiM. 
Song, Democrite đã tìm thấy thể tích hình nón Khi nghiên cứu sự biến đổi của 
thiết diện ngang của nó. Điều đồ gơi ý ta viết phương trình dường tròn dưới dang: 
Tế" + ty = TANA 

Bảy giờ ta có thể cơi mì” như thiết diện ngang biển thiên của hình nón do 
đường thẳng y = + quay xung quanh trục + Lạo ra, xem hình 9. l3, Điều đó lâm 
ta nảy ra ÿ tìm cách giải thích tương tư đối vớt số hạng còn lại r3ư\, Mếu 1á 
thưa thấy cách giải thích như vậy thì có thể thử viết phương trình dưới các 
dạng khác và. như vậy, điều cỏ thể xảy rá lãä tá Hãy ra ý vIẾI nỗ dưới dang: 

3u” . n = X71 Tu)”, (Ä) 

Trung phương trình (À) này tập trung nhiều vấn đề. Nhìn lại phương trình 
(A1, chủ ý tới các chiều dài và điện tích khác nhau trong phương trình dõ và bỏ 
trí chúng, mét cách thích hợp trên Hình vẻ, tả có thể là người chứng kiên sư rà 
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Tài đan 


đời của một ý kiến vị đại: ý kiến ñAv này sinh do sự kết hợp chát chế công thức 
À1 với hình vẽ 9,131. 


Tá hãy chú ý tới diện tích của ba đĩa tròn, Ty”, mì” và m22)”. Ba hình tròn 
này là những thiết điện của cùng một mặt phẩng với ba vật thể tròn xoay. MIật 
phúng vuông gúc với trục x và cách gốc Ở một khoảng cách +. Ba vật thể tròn 
xoay đó là hình cầu, hình nón và hình trụ. Chúng do ba đường có phương trình 
tương ưng là (À), y = + và v = ở tao ra, khi phản bên phải của hình 9 13 quay 
xung quanh trục 1: Hình nón và hình tru có cùng môi đáy và chiều cao. Bản 
kinh đáy chung và chiều cao chúng của chúng cũng có chiều dài 3z. Định hình 
nủn ữ gốc ©, 

ArcHimede nhìn bảng nhiều cách khác nhau các đĩa mà điện tích có trong 
các phản khác nhau của phương trình (A3. Ông để đĩa bán kính 2a, thiết diện 
ngũng cua hinh trụ, ở vị trí bạn đầu của nó, cách mốc mót khong +, S0n6, Ông 
chuyên các đi bản kính y và có, thiết diễn ngang tương ứng của hình cầu và 
hình nón, từ vị trí bạn đấu đếu điểm H của trục x có hoành độ ~ 2¿. Ta treo cải 
địa bán kính y và v nãy sao cho tâm của chúng ở thẳng đứng dưới điểm H, bằng 
tỏi sơi dây trong lượng bằng D, xem hình 9.13 (sơi dãy nảy chỉ là sư bỏ sung 
một Hong lương băng Ú vào hình vẽ nguyên bản của Archimèede). 





Hình 9,1, À gun ốc tủa nhẹn tích phần 


Ta CỚI fTUC Rị như đón bấy, trôi cây vả Cư trEÐH10 lương bãnữ Ñ) tà mốc s 
lu: bự tệ # : ch ¬ bó ử h ~ ` ko : lau ¬ 

như diễm tựa của nó hay điểm treo. Trong phương trình (Á) có thải các môimen 
qmöômen là tịch của lực với cảnh tay đòn). Phương trình (A) biểu diễn sư kiên là 
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trêmen cua hai đĩa ở vẽ trái báng mômen của một đĩa ở về phải và nghĩa là, 
dựa vào định luật cơ học mà Archimede đã tìm ra, đòn bấy cân bảng. 

Khi + biến đối từ Ö đến 2œ ta có tất cả các thiết điện ngang của hình tru; 
các thiết diện ngang này lấn đáy hình trụ. Môi thiết diện ngang của hình trụ 
ứng với thiết diện ngang của vật thể treo ở điểm H và các thiết điện ngàng này 
lâm úy hình cầu và hình nón. Cũng nh các tHết đIỄH H@ung tường ng ca 
Chung, hinh cản tà hình nón treo ở HH củn bảng tới hình trụ. Do đó, theo định 
luật cơ học của Archimède, các mômien của chúng phải bằng nhau. Va kí hiệu 
thể tích hinh cầu bảng chữ V, nhớ lai biểu thúc của thể tích hình nón (của 
Dermmocrite)] và thể tích hình trụ vũ vị trí hiển nhiên của trọng tâm của nở. 
Chuyển tử các mômen của các thiết diễn ngang các mômecn của các vật thế 
tương ứng, ta sẽ đi từ phương trình (Á) tới phường trình: 


+1uy 222) 
3| + “..* Í#s uqz(u12a (Bì 


từ đỏ rút ra để đàng: 


Ƒ= ko, .l 
3 

Xét kĩ lai điểm trình bày trên đây, ta thấy rằng Bước quyết dịnh là bước 
chuyển từ (A) sang (BỊ, từ các thiết điện ngang lấp dây vật thể sang toàn bô vải 
thể. Song, bước này mới chỉ có giá trị gợi ý mà chưa được xác nhần một cách 
logic, Nó có vẻ đúng, còn rất có vẻ đúng nữa, nhưng chưa được cñng mình. 
Đó là dự đoán mà chưa phải là chứng ruỉnh. Và Archimede, người Liệu biêu chú 
truyền thống vĩ đại của sự chất chế Loán học Hy Lạp, biết rất rõ điều đó: ` Sự 
kiên mã ta đi tới, thực tế chưa được chứng mình bằng lí luận đã trình bày, 
nhưng lí luận đó đã là môit cách chỉ ra ràng kết luận là đúng”. Song. dư đoán 
này là dự đoán vẻ tương LM. Ý tưởng đó vượt xa các giới hạn yêu củu của bài 
toán đang xét và có những quy mớ lớn không lường được, Sư chuyên từ (AÀ) 
sang (B}, từ thiết điện ngang sang toàn bộ vật thể, theo ngòn ngữ hiện đạt hơn, 
là sự chuyển từ bộ nhận vò cùng nhỏ sang loàn bộ đại lượng, từ vị phân sang 
tích nhân. Sư chuyển đó là niột nguyên tắc vĩ đại và Archimede, môi con người 
cũng khá vĩ đại để nhĩn thấy mình trong viễn cảnh lịch sư, biết rõ điểu đó: Tởi 
tin rằng phương phán này mang lại lợi ích khỏng nhỏ cho toán học; và cụ thể. 
tôi nhìn thấy trước rằng một người não đồ trong số các nhà nghiên cứu hiện nà 
hay tương lái, khí nắm được phương phấn này sẽ nhớ nó mà tÌm ra các dịnh h 
khác mà tôi chưa nghĩ ra”. 


L79 


hftps://tieulun.hopto.org 


1x... hs hố. ẽ Tì DAI c9 mọc bến cớ 01000000017 

¬- T 
32.EES ° vẽ ñ 

_Ÿ: ....H # * 

„ ca LÊ: k nh. 

Xà Đề vợ `. * 

„ 1 ¿ 

bu nj nẠ H 

th VÀ 
cưn che - 





180. 
hftps://tieulun.hopto.org 


xa 
Gai 
ă 


12 


1ä 


* 


14. 





là đỉnh của một rứ giác lỗi ABCD. Kết luận của thị dụ 9 có côn đụng tron 
fritửng hợp giới hạn nảy không” 

Mạng lưới vận tải đối với 4 điểm. Gid sử A, B, C và Ð là 4 điểm có dịnh 
tủ X vẻ V là các điểm chuyển động trên mặt phẳng. Nếu cực riểu của tổng 
3 khoảng cách AX + BX + VC + YD đụt dược sao chờ tát cá 6 điểm A, B, 
C,ỒD. X và đếu nhân biết thí bu đường thẳng XÃ, XH và XY đái một làm 
thành những góc bằng nhan và điểu đồ cũng đúng với ba Hưởng thẳng YC, 
KDvdaTYX 

Hãy mở rộng và uốn thẳng ra. Củn có một cách giải thích khác có lợi vẻ 
hình 9.3. Hãy kết, A*X và XB trên tờ giấy bóng, sua đó gấp tờ giấy theo 
đường thẳng l: bụn vẻ được hình 91 (với A* ở chó À), Hãy tưởng tượng 
tảng hình 9. được về ngay từ đầu bảng phương pháp đá trên từ giẫy hỏng 
bị mắm. Muôn tìm vị trí của điểm Ÿ xao cho AÄ + XH thành cực tiểu, hãy mư 
tở giấy, về đường thẳng tự A thay, dụng hơn, từ điểm A* trên hình 9 3] tát B 
ta sau đá lại uấn từ giáy lạt. 

Trò chơi bị-a. Trên bàn bư-u h ¡nh chữ nhữt > ở điểm Pcó ĐI"ỘT quả tuần. Củn 
dãy quả cầu theo hướng sao cho sau # lần phản xạ liên tiếp vào 4 canh của 
hình chữ nhật, nả trở về vị trí đầu tiến P của nó (hình 9.141 





Hình 9.14. Rán bìa thuần cà 


Nghiên cứu vật lí địa cấu. Ở diểm E của mắt đất nằm #gang xảy ra mội 0à 
nổ. Tiếng động vụ nỗ này lan IFH yến vào bên trong lòng đút và được mại 
phẳng nghiêng của láp đất ORÑ phán xụ lại, lớp dất hợp với mặt đái góc œ 
Tiếng động xuất phất từ E có thể đi đến trạm kiểm soát L ở một điểm khác 
của mặt đại hằng n con đường khúc HhúH (HỘI trong †t củ! dường đó được 
dụng trên hình 9.15 bằng phương nhúp của thí dụ 13). Gid thiết rắng đa 
biết H (da dụng cụ tương ứng ghì lai), hãy cũ ¡ra những cận trên, dưới của 
gũi mị œ 
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kinh ngoài củng, Gấp bìu cứng dọc theo "H— Ì bán kính khác và dân hai 
bín kinh dọc théa đó từ đã cất tim bìu cứng lụt với nhàu. Như vậy, hụn sẽ 
được tỘt mặt đa điên hở; nủ gôm tỏ H tam giác tần CỨNG, Hồ bị giỏi hạn 
bởi m cạnh tự do chiếu dài tường ng là dị, gy,....ủy, và Có tt BC HÌ chân, 
các góc này vấn có thể biển đổi [ta gia thiết n > 3]: 
Bạn cố thể xứ dung mắt (du diện này thể nào dễ giải bùi tan đã cha? 
Ném một con súc sắc. Khôi lượng liên trong một hình (ấu diện Lái, nâng, 
củng tÓ thể phán bố không đều. Thúc tế, tạ cú thể hình dụng xự phản hó 
kháng đếu thích hơn của khát lượng mà trong tâm thừng với một điểm bát kì 
dĩ chọn trong hình đa diện. Nếu nẻm hình đa điện trên sàn nảm ngang thì 
nó nắm trên một mắt của nó. Đó là cơ vỉ khoa học của gia Huyết hình học 
yu1t rkãv 
Nếu cho một hình đa diện tải P và một điền C nào đá ở trong P, thì tạ có 
thể rhm được một mặt P của hình đa điện P có các Tỉnh chút sau: chân đường 
tông gúc hụ từ C xuống mặt phẳng của mặt F là một điểm trang của F' 
Tim phép chứng mình hình học cha giá thuyết đó (chú ý thằng Có thể, NÏH@nE 
không nhất thiết, định nghĩa đơn vị mắt PL bằng tính chút nêu trên] 
Nan đại hồng thuỷ, Trên bản đỗ khoanh vng có ba loạt tiêm đặc hiệt; HHỈ, 
đèo (huv (điểm với ngựa với mỘI mạ! nhẳng tiếp diện năm ngungÌ và “Nhung 
lăng", là điểm sâu nhất ở dãy đổi từ đó máước không thoát đ: dâu được. 
Thung lũng là hình "lộn ngược” của nát; Bay coi trên báu đồ khoan vùng 
mát đường đẳng mức bất kì có độ cao h xe với mắt DiÉH. Khi bản đã bị "lận 
ngược”, nỗ trở thành bản đỗ cũnh quan dưới hiển, các múi trở thành thung 
lăng, các thung lũng trẻ thành năỉ, nhưng đèo vấn là dèo. GHảa bú laưi 
điểm này có một quan hệ đặc xấu 
Từ gil thiết rằng trên đáo cả B nưi, K thung lũng và Ð dẻo. Khi đỏ: 
B+K=Ð+†: 


Để cá thể rút ra định lí này bằng trực giác, ta hãy tưởng HỢnG là mưu liên 
tục làm cho hồ nước: bao quanh đáo dạng lên cho đến lúc tuàn dưa bị ngáp. 
Tu có thể giả thiết rằng tất cả B núi đêu cổ độ cao như nhau và tất ca K _ 
thung lãng đểu ở ngung mục nước hỗ hay ở thấp hơn. Thái váấy, tạ có thể 
Hưởng Hữững rằng các nút dàng cao CỒN các thung lũng hạ thấp nhưng sô 
nút và thung lĩng không dấi. Khi bắt đấu nuưa, nước tụ Hong thung lừng: 
tính cả tác hỗ bạo quanh do đầu tiên, tạ có: 

K+l hề và 1 đứa. 
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Nguy trước kĂU đảo bị ngân HHỚC, ChÍ Có HHU là CÔN HỘI Í€H IECH tật ñưới 
tới NHI UẦV, CHỐI CN tự CÓ: 


† há và B dàa. 


§&E chuyển như thể nào ? 

Tạ !ương tượng tủ ở lúc Hào đó.:ở trêu tùng đủ cau có nhiều hà. Nếu œ đã 
củu đó không có đếo nào HH nHớt cần Cổ Kể dàng cao CÀI nữa mà số Hỗ 
1q 4ó dựo không thay đói. Xung, khi cúng lén tới đóa, ĐH nHộcC chỉ cần 
dừng lén niết ChNt nữa lò về hoặc hơn nhất húi hỗ trước kia nhân cách, 
hoặc có ldp một mình đất, Vì thể, môi đeo ha làm và hỗ guim th Ì thâm vì 


hoäc lkăm xó dan tổng lên Í đơn vỉ: Xết sự biến di toàn bộ, tụ được: 

(W2 bịt đột (lung định lí 

d) Bảy giờ gHa thiết rằng trên ca Trải Đặt cổ B núi, .K thung hằng tua Ð dèa 
tuải đáo HgÄ$ HHƯỚC) Và CHƯNG THHÀ: HnG: 


ã1+KE=Ð+2. 





sở 3 





Hình 3.6. Min hưo guank HúI Hình 9,17, Miễn húa gunHh đẹo 


lHỊ Hệ tình: này làm từ nhữ tối định FÍ Enler Lvem §3.1 37 tả đ dú 311 - 3:61 
Ban Có thể sử dụng định H Enler để, Hững minli hằng hình học kết quữ mủ 
bd: VỮU TM ThấV bằng trực ghắc khẳng” Hình 9.18 và 9.17 Hẻu Hhườữg phản 
gJHử—iI! THAHG của mi bạn để úy thị hơn, rên đó thủng nh lũng HiỀN : HỆ t$Ỷ 
ChHƯITIE rằ)n 0 MHứC mũ cơ Với "thường cu vườn đc HhữT —. jHUI 6 Đào LƯẾ?. cuây 
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đường đồng mức. Hai loại đường này phân hoạch mặt đất thanh các tạm 


@lát và từ giác. So sánh vớt thí dụ 3.2. 


cj Có nhận xét gì về phương phán” 

Không quá sâu. Muôn từm thiểu sâu d của củi giếng, bạn nẻm hàn đã vàu 
giếng và đo thời gian † từ lúc nêm đủ tiến lác hạn nghe tiếng đá (Ìl(Im tHỚC. 
ä) Chủ biết gia tốc g của trọng lực và vận tốc © của tiếng động. Biển diện d 
ga 0, c, và † (bỏ qua vức cán kháng khủ). 

hị Nếu giếng không quả xảu thị tán tóc hòn đá nạay cả lúc rơi sẽ chỉ là 
một phần “hồ của vận tốc tiếng động và như vậy, tạ có thể cho rằng đại bó 
nhận thời gian t là thời gian hàn đá rơi. Vì vậy, cô thể cho là: 


". 
Tu: .: ¬ 
đj:= _lẾ - 6H SỐ. 
z * 


trong đó, sai xố tương đối nhỏ lu nhỏ 
Để khảo xát xự phỏng đoán đó. khai triển biểu thưa:, tìm được còi nhi dân 
vố của ta) theo các laỹ thừu của t và giữ lại hai xổ hung châu khác Ö. 


¿) Trong thí dụ này, bụn thấy cái 6ì (hiển lnÏi? 


. Trường hợp giới hạn có ích E7, Hay qQHanÑt trực lớn củu HỦ, tạo rụ cát gọi 


là phẩnh cửu đẹt hay đình cHpv0H HỒN Xoady, hình quả trưng. Các Hiến đhi¿H 
của tp xoay thì không quay + hung ở trên Trục quay tà CHG gọi là các HéH 
điểm của phỏng cấu dẹt. Tạ Ló thể chế môt gương chị? bằng cách nhà phía 
Nrong của mắt lãm bằng một lớn kim loại nhẫn bóng, tắt củ các tia từ mỗi Hiệu 
điểm tới đến ddo gương cũp phản xạ nào Liêu điểm kía; so sánh với § (W3! 
Trang thực Hễn, rất ft dùng gương cÙl!, HH tả một trường hợp giới hạn rất 
guan trọng trang thiên vấn học. Nếu ta LỠ định tHột trong các HIẾU điêm của 
hình clipxoiù và để tiêu điểm kiu tiến tôi vô cực HH sẽ xảy ru Cát gÌ? 

(idi nhượng trù mh ví phần của đường đoàn thời tìm thấy ở $4 


Phép tỉnh biến phân. (Vgh/ÉH Cử các bài tuần vé cực đại và cựt tiểu ciáu 
rác dại lượng phụ thuộc vào lh nh dụng tà kích thước + da đường cong biển 
chiếm, Bái toán về đường dodn thời giải ở §4 bảng cách grdi: tich quang 
học là như thể, Bài toàn uể các dường trắc địa huy các dường ngắn nhát 
trên mắt càng, xét ở thị da 24, củng thưộc tế phép tinh biển nhận, cá "Bái 
tuần đẳng chu” mà 1ú xế nói chương xau cũng thuậc loạt này. Cúc kiến 
thức: vật lí, nhụ tù tha thấy: có thể giáp giải các bài tập khắc: nh VỆ ciếc 
đại và cực tiển cũng có thể giải vài bài tắp uể phép tỉnh biến phản. Ta hãy 
xét mót thí (íu. 
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l4, 


n 
= 


3° 


tự 
-_ 


37 


l5 


Tìm một đường cong có độ đãi đã cho, vài điểm đầu và cuối đã biết và 
trợng tâm ở độ cao nhỏ nhất, Tư giữ thiết rằng khải lượng riêng không dõi 
thạc đường cong mà tạ coi như một xơi dây đồng chất. Khi trong tám của 
day ở VỊ Hr thủn nhất clu mà Khí dây ở Hiế cần Bảng. Hay giờ, ta có thể 
"nghiêm cứu xự cầu bảng củu dây, bằng tách vét tắt tá các lực túc động vảo 
tra, khối Lượng và lực căng của thầy, SH nghiên CMU đó dứn tới j0hưưững trinh 
Uƒ phẩm xúc định đườnp tang củn tim, Cường lây xích. Từ không dĩ vào rấu 
Chị tiết. Tủ Chỉ môn lưu ý rững lời Bùli HếH rủ cũng từ quan niêm cơ bản 
th Cúc lắt giai Lỡ học Xét ở §2, 

Từ cân bảng của các thiết điện ngang tới cân bằng của các vật thể, Archimede 
không mhất biểu tưới dụng tường mình HữHYÊN tẮC cÌnhHg của HÌMơNg mháp 
của ông, những ông dự áp dụng nó vào nhiễu th dẫu, bằng cách tỉnh thể tích, 
thuên tCñ tử nrọng tâm. Nhưng tÀI dầu phang Bhú này lầm cho nuuyên tắc của 
Archưmede huaa toan rổ ràng. Tu hãy án dụng một cách thể hiện của BhƯƠng 
pháp Atrchimede trinh bảy ở §5 vào một vài ti dụ củu HD. 

Hãy chíng mình mệnh để 7 của "Phươn Eg Hh4n”› 

E xã cHủ thể tích cầu phản sa uất thể tích hình nón cá cung đây tà chiến 
tạo bảng TỈ vã tua tổng bản kính hình cẩu và chiếN cau cảu KHẨN nu sa 
UớI CÍHÈH của cầu phân phụ. 

C hưng mình mệnh dễ 6 của Phương nhận", 

Ï rạng tim Bún tán phủn nằm trên l1 Chữ HỖ và tha HC Hữt xử tho 
phản tiền cần với dĩnh bứn cầu rỉ lẻ với phủn côn lạt theu tí sử §#: 3, 

C hưng mình mệnh để 9 câu "Phương pháp”: 

Trong tâm củu cầu nhậm nằm trên frC của nỗ và chia trục này xao cha 
phán tiên cần với định rỉ lệ với phẩm Lôn lại nhữ tổng tủa Hruc tấu phán vớ 
$ lín trut tủa tiễn phủn như † lệ với lỖng của truc củwW phún tà hai lấn IƑHC 
Của cầu nhận nhụ. 

€ Tung mình mếnh để 4 của Phương mập”: 

Thẻ tích của phún tủa hình naraholuit trần xoay, do mặt phẳng vuảng gác 
với lục cất ra, lí lệ uới thẻ tích hình nồn có Cilng tủy và thiểu cưo với 
Ditan thủ nh 3- 3, 

( THững mình mệnh để 5 của “Phương muận”: 

lrọng tâm của phiẩn của hìmh PeTubol0rf trần xoay, do một phẳng vuông 
BÓC VỰI HHWU CẮT từ, trầm HÊN tru và chia Hỗ sưo cĂa phản tiếp cận với 
thnh lớn gặp đôi nhiữn còn lại. 
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38. Nhìn ngược lại phương pháp của Archimède, Archimede ngâi thể nào kh 


ông phát mình ra nhương pháp của mình, điều đã ta không bao guỳ biết 
được mà Chỉ có thể phẳng đoàn một cách không chắc chẩn mà thôi. Tuy 
nhiên, ta có thể tiết kẻ rõ ràng và ngắn gon những quy tắc toán hạc fnedy 
này đứ biể? rỡ nhưng Ô thời Archimde chat được nêu ra] mà tà cán để giải 
hãng các phương nhún hiện dại các bài toán mà Archimede lữ gui bằng 
phương nhập tủa ông. Ta cán: 


4k =c |7(x)4a 


|U (x)+ (4) #x = |Zco#+ | g(x)dy: 


:: là hãng xố. ffv) và g(x) là hàm số. 
(3) Cúc trị xö của 3 tỉnh phản 
m+| 


bì 
[ta = 
m+Ìl 


với n=0,1.2,3. 





(3) Cúch giải thích hình học của hai tích phản: 
|ouoz. |xo2ăx. 


Œ đảy. Q(vÌ chỉ chiếu dài trong hình học phẳng và diện tích trong hình học 

không giản: trong cá hài trường hợp nề chỉ thốt diển ngàng hiển thiên của 
hinh huy vật thể do mất phẳng tuông gúc với trực A tạo ra. Tích phản đẳu 
biển thị diện tích hay thể tích, tích phảm thự hai hiển th mỗmen của tiện 
tích đồng chất huy thể tích tuỳ chỗ ta vé! bài toán hình học phẳng hay hình 
học không gian. 

Archiumede không phát biểu các quy tắc đó mặc đủ ta không thể không nghĩ 
rằng ông nằm vững các Quy lắc đó dưới hình thức này lay hành thức khác. 
Ông cũng không phát biếu trang các hiểu tuết Chúng quá trình đặt cử sử cưa 
việc chuyển từ thiết diện ngàng biển tuyên xang điện tích hay thể 1 ch, trừ làm 
xổ dưới dữu tích phân xung tích phân, như chúng ta núi ngày Hay. (Ông (hả mô 
tả quả trình này Hong các trường hợp riêng, Ông thĩT äp chưng HỖ vào ninh 
trường hợp rất khác nhau, rõ ràng là ông dd hiểu biết nó xảu xác nh Ông 
chỉ cai nó nh một pluâứng pháp nghiên cứu và đa Lời điếu đó là 1guyỂn 
nhàn hoàn tuần đẩy đủ để không phát biểu nó dưới dụng tông quát. 

Bạn hãy dẫn ru những sự kiện lành học đơn giản có thể nén nã một cách 
trực gui 3 nghĩa của 4 tích phản nêu ra ở (2), 
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_ BÀI TOÁN ĐẲNG CHU 





Í, Các li lẽ quy nạp của Deseartes 


Trong một lắc phu chưa huần thành của Descartes lá Régulacad 
DirecIionen Ingenii (Các chỉ đạo trí thông mình; cũng căn nói thêm rằng tác 
phẩm: này phải được cøi như 13 một trong các tác phẩm kinh điển về logic của 
nhát mình), chúng ta thn thấy một đoạn thú vị sau: “Để chứng mình bằng 
phương pháp liệt kế răng chu vị hình trön nhỏ hơn chủ vị mọi hình khác có 
cùng tuột điện tích, không nhất thiết phải nghiên cứu mọi hình có thể có, mã 
chỉ cần chứng mình: cho một số hình để rồi suy ra chính điểu đó cho tất cả các 
hình khác bảng quy nạn. 

Để hiểu ý nghĩa của đoạn trích này, lá sẽ thực hiện thực sự những gì 
l3cxcarlcs đã Hết ra, Ứa sử su sánh hình trôn với THỐtL vài hình khác: hình ưu 
tác, hình chữ nhất và hình quạt tròn: La Hãy hai hình tam giác: tam giác đếu và 
li E1äU VHÔNE cần (VỚI các góc tương ứng là BÚ”, 6U", 60” và 0U”, 45”: 45 Y 
Hình dạng hình chữ nhật dược đặc trưng bằng 1 sở giữa chiếu rộng và chiếu cao 
của nó; chúng 1ã chọn các tÍ số đỏ HÀ lï Ì thỉnh vuông): 2: 1; 3: 1; 3: 2 tĩnh 
dane của hình quát trồn được xác định bằng gốc ở tâm; chúng ta chọn các góc đó 
là [R0”, 90” và 6Ú” (nửa hình tròn, hình quát 90” và hình quạt 60”). Giá sử răng 
tắt cũ các hình này đéu có cũng diện tích, thí dụ là tem”. Sau đồ ta tính chu vi 
mỗi hình này bang centimét, Tụ sắp xếp các số tính được trong bảng sau; thứ tự 
các Hình được chứa sau cho các chủ vị lãng dẫn; khi ta đọc từ trên xuống đưởi., 


Bang 1 
Cô ví các Hình Có điền lch bằng nhàn 
Hinh tròn 155 Hinh quạt 60” 43 
Hình vuông 4.0U Hình chữ nhật 5: 1 4,24 
Hình quạt 90” 4.013 Hinh tam giác đếu 3,56 
Hình chữ nhật 3: 2 4.18 Hinh chữ nhất 3: 1 4.643 
M2 hình rrôn 4,10 Hình tam giác vuông cân 481 
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lTrane so mười hình đã kẻ, có diện tích như nhau, thì hình trồn, kẻ đấu 
tiên. là hình có chủ vị nhỏ nhất. Từ đây liệu có thể suy ra bằng quy nạp, như 
Iescartes đã néu, rằng hình trön là hình có chủ ví nhỏ nhất không chỉ trong 
mười hình đã kẽ, mà cá trang số tất cả các hình có thể có được khéêng? Hoàn 
toàn không thể được. Nhưng không thể phú định rằng bảng liệt kế tương đối 
igăn gọn của chúng ta có tác dụng gơi ý rất mạnh đến định lï tổng quái 
này. Thất vậy, tác dụng gơi ý mạnh tới mức là nếu ta có thêm vào bảng liệt kê 
đó một hoặc hai hình thì cũng không lâm tặng mấy tí tắc đụng gợi ý về định 
LÍ này. 

Tói có khuynh hướng tin ràng khi viết đoạn đã dân trên, Descartes đã nghĩ 
đến điểu xau đây, tế nhị hơn. Tôi chơ lâ ông ta có ý định nói rằng kéo đãi bảng 
liệt kẻ này cũng không ảnh hướng nhiều lắm đến niềm tín của chúng Ta. 


3, Các lập luận ngầm 


“rong tất cá các hình phảng có cùng diện tích thì Hình trön có chủ vĩ nhà 
nhất", Ta gói điểu khẳng định này, đã được xác nhân ở bảng Ì, là địuh lí dẳng 
chú, Bàng được lắp tương ứng với giả thuyết của Descartes, và là lí lễ quy nạp 
khả vững chắc nhằm phục vụ cho định lí đẳng chu. Nhưng tại sao lí lẽ này lại 
cơ vẻ vững chắc? | 

Ta hãy hình dung đến một mức độ nhất địnH một hoàn cảnh tường tự. Tá 
lấy mười cây trong số mười loại cây quen biết khác nhau. Ta do khối lượng 
riêng của mỗi lọmi cây và chọn cây gỗ não có khối lương riêng nhỏ nhất. Vậy 
nểu chí dựa trên cơ sở các quan sát này mà tín rằng loại cây nhẹ nhãi trong LÔ 
lbdi cây đang nghiên cứu cũng củ gỗ nhẹ nhất trong tất cả các loại cây, thì 
điều đó có hợp lí hay không” Tín như vậy, không những không hợp H rà còn 
là mũ quảng, 

Điều đó có gì khắc với trường hợp hình trên? Chúng 1A có thiện: cảm với 
hình tròn, Hình tròn là hình hoàn thiên nhất; chúng 1a sản sảng In rănE cùng 
với các điều hoàn thiền khác của nú. bình tròn với một diện tích đã cho, có chủ 
vị nhỏ nhất. Lí lẽ quy nạp do Deseartes phải biểu có vẻ là vững chắc bởi vì ông 
tá đã xác nhãn một giả thuyết có lí ngay từ đấu. 

“Hình tôn là hình hoàn thiên nhất”, đó là mội câu nói cổ truyền. Chúng ta 
tìm thấy câu nói đó trong các Lặc phòn của Damte ({ 265-1329), Proclns (3 I8-355) 
và nga IOIE ác lắc giả [rước nữa. Ý nghĩa của câu châm ngôn này không rõ 
tăng lắm nhưng trong đó có ẩn ý một cái gì ta lớn khác thường. 
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‹Š. Các lí lẽ vật Hí 


“Trong tất cả các vất thể cả cùng thể tích thì hình cầu là hình có diện tịch 
nhỏ nhất”. Ta sẽ gọi mệnh để này là “định H đẳng chu trong khóng gian”, 
Chúng ta có khuynh hướng tin vào định 1í đẳng chu trong không gian cũng như 
trong thắt phẩng mà không cần có một chứng mình toán học não. Có lẽ chúng 
tá còn có thiện cảm với hình cầu hơn cả với hình tròn. Thực thể, dưỡng như 
chính tự nhiền cũng có thiện cảm với hình cầu, Những giọt nước mưa, bọi xã 
phòng, Mật Trời, Mãt Trăng, Trái Đất của chúng ta, các hành tỉnh đều có đang 
hình cầu. Nếu biết ít nhiều về vật lí sức căng bế mặt ngdài, chúng ta có thể hiểu 
thấu đáo định lí đăng chu ở bạt xã phông. 

Tuy nhiên, ngay cả khi thực sự không biết vật lí thì bằng các cách nghiên 
cứu thô sơ, chúng 1a cũng có thể di đến định lí đẳng chu. Chúng ta có thể 1m 
thấy đính lí đẳng chủ ở con mèo, Tôi nghĩ răng các bạn đã thấy con mẽo lầm ơì 
khi nó chuẩn bị ngủ trong đếm khuya lạnh giá, nỗ xếp chân lại, cuỗn trồn mình 
và như thể nó đã biến thân hình của mình thanh khá tiöng hình cấu. Hiến 
nhiên, nö làm như thể là để giữ được hơi ấm. làm nhiệt Hương mật đi qua bé mãi 
than thể của nó là nhỏ nhất, Con mẽo không hệ có chút ý định nào làm giảm 
thế tích của mình, mà chỉ cố gảng làm giảm bế mát của mình, Khi né biến 
mình Hiành vật căng giống hình cầu cằng tốt, nó đã giải bài toán về vật thể có 
thể tích đã cho và có bể mật nhỏ nhất, Có lẽ nó đã hiểu biết đôi chút vẻ định li 
đảng chu. | 


VậI lí học, dựa trên đó Hến hành việc nghiên cứu n äy, hết sức thô sử”), 
Song việc nghiên cứu này vấn đáng tin cây và thâm chí cũng quý, như một loại 
tài liệu củng cố sơ hộ đối với định lí đẳng chu. Những H lẽ chưa lĩnh hỏi được 
G ủng họ cho hình cấu hoặc hình tròn, mà trên đây ($2)! đã có ý nói tới, bất 
đầu LẬP trung lại. Vậy chúng có phải là những bảng chứng cho phép lươn3 tự 
vật lí hay không? i 


4. Các lí lẽ quy nạp của Rayleigh 


Cân hai trầm năm sau khi Descartles mất. nhà vát lí Kavicich (RelAv1 đã 
nghiên CỬU Các ảmn điệu của màng. Mi mánh đa cừu căng trên mi cãi trống là 
một Cải màng (hoặc đúng hơn, là hình ảnh gần đúng về khái niêm toán hoc 


_“ —........... xo ìB mua 


L?t Húng hạn là con mềo khên ngoạn Phải làm nhỏ nhất không phải bệ rnại thân thể của nành 
t 1 lên MT 3 ' ma VN g ĐỊNH 2 - Đệ VD ĐUn di Hi Ai ' xin : 
11) 87. xự IrnvỆn nh†I†Ếi của nỗ hủy Lä điện (H1g HHH CHãä Hò EHIÊ xây, UP Ế, He tniết định H 


1⁄0 fPry<rtbke®saeẻe h TẾ Vu -: X3 đòi S.É 2 7c $ : ä "É ọ 
ceủnd HH -ðfG. hãi [öl cic: Hiểu khúc fY CÍTP cũ lú gìm là Hinh =lm 
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của màng) nếu nó được làm rất cần thận và được càng sao cho ở mợi chỗ dếu 
như nhau, Người ta thường làm trếng hình clip, hoạc hình đa giác, hoặc môi 
hình khác bất kì. Cái trống có hình bất kì có thể phát ra các âm khác nhau, 
trong đỏ có một âm thấp nhất, goi là âm cơ bản, thường là ăm mạnh nhất. 
Rayleinh đã so sánh các âm cơ bản của các màng có hình dạng khúc nhau 
nhưng diện tích bằng nhau và ở trong cùng các điều kiên vật lí như nhau. Ông 
đã lận bảng II rất giống bảng Ï nhưng theo mội thú tự hơi khác, và đối với môi 
Hình đều có riên ra đồ cao (trần số) của âm cơ bản 


Bang THÍ 
Các rắn sổ của âm cơ hẳn của tắc màng có diện tích bằng nhưu 

Hinh trồn 4,26] 
Hình vuông 4443 
Hình quạt 90” 4,541 
Hình quạt 60” 4,616 
Hinh chữ nhát 3: 3 4,634 
Hình tam giác đều 4.7743 
Nửa hình trên 4,803 
Hình chữ nhật 3: 4 4.967 
Hình tam giác vuông cân 3.967 

Hình chữ nhật 3: 1 3,730 


Trong số mười hình có cũng diện tích kế trên, thì màng đầu tiền, màng hình 
tron. có âm cơ ban thấp nhất. Từ đây theo phương pháp quy nạp, liệu ta có thể kết 
luận được rằng miàng hình tròn có âm thấp nhất trong tất cả các hình hay không? 

Tát nhiên là không thể được; phương pháp quy nạp không bao giờ có thể 
cho một kết luận đứt khoái. Song nó đưa đến một kết luận rất mạnh, thám chỉ 
còn mạnĂ: lớn trung trường hợp tr ước. Chúng ta biết (Rayleigh và những người 
cùng thời với ông cũng biêU răng trong tất cá các hình có cùng một diện tích 
đã cho, thì hình tròn có chu vi nhỏ nhất, và định H này có thể chứng mình được 
báng toán học. Khi nhớ tới tính chất cực tiêu về ruát hình học này của hình 
tròn. chúng ta có khuynh hướng tín rằng hình tròn cũng có tính chất cực tiểu về 
tiất vật H. nhữ bảng II đã gợi ý tới. Phép tương tự có ánh hướng đến phần đoán 
của chủng 1a, nó có ¡nh hưởng lớn. 

Việc sơ sánh báng 1 và bảng II hết sức có ích, Nó sẽ đưa tới những suy nghì 
khác nhau mà bảy giờ chúng ta chưa định bàn đến. 
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5, Rút ra các hệ quả 


(húng tá phái nhìn bao quất các cơ sử khác nhau theo hướng có lợi cho 
định lí đẳng chu, hiển nhiên đó chưa phái là những cơ sở đầy đủ để chứng mình 
dịnh lí, song là đủ để biến nó thành môi giá thuyết hợp lí, Nhà vật H nghiên cứu 
một giả thuyết trong khoa học của mình, từ đó rúi ra các hệ qua, Những hệ quả 
này cớ thế phù hợp, hoặc mâu thuẫn với các sự kiến, và nhà vải HH nghĩ ra các 
thí nghiện nhằm làm súng tô điều xáy ra trong thực tế. Nhà toán học khi 
nhiên cứu giả thuyết trong khoa học của mình có thể thẻo con đường tương tự. 
Ông ta cũng rút ra các hệ quả từ giả thuyết của mình. Những hệ quả này có thể 
đúng hoặc sai, và nhà toán học cố găng làm sắng tủ điều xảy ra trong thực tế. 

Ta sẽ đi theo con đường này để nghiên cứu định lí đẳng chủ mà bây gi0 ta 
sẽ phát biểu duới dang sau: Trong tất củ tác hÌnh nhẳng có cùng một cũw vì thì 
hình trần tó tiện tích lớn nhất, Điều khẳng định này khác với điểu khẳng định 
đã nêu ở trên ($2) và không chỉ khác vẻ lời văn. Tuy nhiên ta có thể chứng 
mình rằng hai khẳng định này là tượng đương, Ta hãy tam thời không chứng 
mình vôi (xem §Ä) và chuyển ngay sang nghiên cứu các hệ quả. 

|) Đidona, còn gái của Thân rượu, trốn cha, sau nhiều chuyến phiêu lưu đã 
đến bờ biên châu Phìị, ở đây Didona trở thành người sáng lập ra xứ Carthaee 
(CácIaglơ) và là nữ vương nồi tiếng đầu tiễn của xứ này. Didona bất đấu bằng 
cách mua của những người thổ dân một mảnh đất trên bở biển, "không lớn hơn 
tâm da bỏ”, Nàng cát tâm đa thành những sợi mảnh rồi bên lại thành một cái 
thứng rãi dài. Nhưng sau đồ IHdona vấp phải một bài toán hình học: dùng cái 
thừng có chiêu dài đã cho phải vậy quanh một mảnh đất có hình như thế nào để 
được diện tích lớn nhất? 


Ở trong đất liên thì câu trả lời tất nhiên sẽ là hình tròn, nhưng trên bở biến 
thị bài toán này thay đổi. Ta giải bài toán với giá thiết bờ biển là đường thẳng: 
Trên hình 1Ú.1 cung XYZ có chiếu đài đã cho. Phải làm cho điển tích ở giữa 
cung này và đoạn thăng XZ thành cực đại (đoạn thắng này nằm trên một đường 
thắng vỏ han đã cho, nhưng có thể kéo dài hoặc rút ngăn lại tuỳ ý). 








Hình H.1, He: toán 2idona Hình 10.5. Tới gái hẳng phần xạ gu 
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Để piải hài toán này. ta hãy xem đường thắng vô hạn đã cho (bờ biển) như 
là một cái gương (hình 10.2). Đường XYZ, và hình phản xa gương nó là XY Z 
cùng tạo nên một đường cong khép kín XY'ZY” có chiêu dài đã cho. bao quanh 
một diện tích đúng bắng hai lần diện tích mà ta phải tìm cực đại. Điện tích này 
đai cực đại khi đường cong khép kín là một đường tròn, mà đường thắng võ han 
đã cho (bờ biển) là trục đối xứng. Do đó. lời giải của bài toán Didona là nữa 
đường tròn có tâm trên bờ biển. 

33 Jacob Steiner (Iakốp Stâyne) đã rút từ định lí đăng chu nhiều hệ quả lí 
thú. Ta hãy phân tích một trong các lập luận đặc biệt khác thường này của ông. 





Hình 10.3. Ðư giúc nội tiên Hình 10.4. Cức: khứp mềm và các viên nhân 
bắng bìa tưng 


Ta hãy vẽ một đa giác nội tiếp hình tròn đã cho (hình 10.3). Ta coi các VIẾn 
phân (bị gạch chéo trên hình 10.3) do các cạnh của đa giác nội tiếp cất ra như 
là hình cứng (làm bằng bìa cứng). Ta hãy hình dung các viên phân cứng này 
được nổi bằng các khớp mềm tại các đỉnh của đa giác nội tiếp. Thay đổi góc 
các khớp, ta sẽ làm biển dạng hệ thống khớp này. Sau khi làm biển đang (hình 
I0.4) chúng ta sẽ được một đường cong mới không phải là đường tròn, nhưng 
gốm liên tiếp các cung trön và có cùng chiều đài với đường tròn đã cho. Bởi 
vậy theo định H đẳng chu, diện tích giới hạn bởi đường cong mới phải nhỏ hơn 
điện tích hình trôn đã cho. Tuy nhiên các viên phân là cứng (bảng bìa cứng) 
điển tích của chúng không thay đổi và như thế diễn tích giảm đi là do đã giác 
bị biến đang. Điện rích mắt đa piúc nội tiền trong miội hình trôn lớn hơn chén 
tịch của mọi đưa giác khắc có cùng các cụnh như vậy (các cạnh dài bằng nhau 
và sắp xếp theo thứ tự như nhau). 

Hệ quả này thật là hay, nhưng đến giờ vẫn chưa được chứng mình, vì cho 
đến lúc này chúng ta vẫn chưa chứng mình được định lÍ đẳng chu. 
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3) Ta hãy hên hệ bãi toán của Phdona với nhường pháp của Sieiner, Ta hãy 
về một đường sẵẩn khúc nội tiếp nửa vòng tròn đã cho (xem hính 10.5). Chúng 
tù sẽ xem các viên phần do các cạnh của đường ấp khúc cất ra lừ nửa hình trỏn 
(được pạch chéo trên hình 1H 5) là những hình cứng (hàng bia cúng). Ta đái các 
khớp mm vào các dinh của đường gấp khúc, Hiáy đói các pốc và chuyển các 
đầu mũi của đường ấn khúc theo đường thăng chứa đường kính mà ta xem như 
la đã chơ. Như thể chúng ta sẽ được một dường cong mới (hình 10.6) gồm các 
củng tròn có tổng chiều dài bảng nữa đường tròn. Nhưng theo định lí mã ta đã 
xế! ở 1) thì các cung trồn đó, cũng với đường thăng vỏ hạn đã cho, sẽ báo miội 
điện tích nhỏ hơn điện tích nửa hình tròn. Nhưng các viên phân là cứng (bảng 
Bia cứng], và Bơi vậy diện tích giảm là đó đa giấc bị biến đang. Từ đấy suy ra 
định Hị “Cho biết Chiếu (hủ tú thứ tự TIÊN t6 Của các tụnh của một tu tiúc, 
EM THÔI CụN: ĐIỆN HíCh tía phật: HỰ thành cực đựt khí tứ phậc Hải Hiến Hứa 


tutdtg HỒN Cô đường KỈNH lạ CHHN bạn thím chau biết". 





Hình Lũ:Š, E0NGaH@ (vì NNG2Hđg FElinh Hù.É, Cúc hình riên jthủn hằng híu cửng 


6, Sự xác nhận các hệ quả 


Sau KHÍ rút ra từ giá thuyết của mình các hệ quá khác nhau, nhà vật lí tìm 
hệ quả não có thể thứ lại mũt cách thuận lợi bằng thí nghềm.: Nếu các thí 
nghiệm mâu thuần rõ rằng với hé quả đã rủt ra được, thì bản thân tủ huyết sẽ 
bị đó. Mếu các thí nghiệm xác nhận hệ quả thì gi thuyết cảng có sức nàng. nỗ 
Irở tiến có lí hơn. Nhà toán học có thể cũng đi theo con đường tương tư. Từ mia 
thuyết, ống ta tin các hệ quả để hiểu mà ông tả có thể chứng minh hoặc hác 
bộ. Một hệ quả được chứng rmình làm cho giá thuyết trở nên có lí hơn và có thể 
gơi Ý cho 14 con đường để có thể chứng trình dược chính giả thuyết đó. 

Vậy với Irưỡng hợp của ta thì sao? Ta đã rủi ra từ định lí đẳng chủ một vài 
hệ quá, trong đỏ, hệ quả não dễ hiểu nhất? 

I Mội số hệ quả đã rút fa trong mục trước từ đình lí đẳng chu, trên thực tế 
có Hến quan đến các bài toán sơ cấn về cực đạt: Có hệ qua nào mà 1a có thể xúc 
nhãn được không? "Ea hãy xéi các trường hơn khác nhau nêu ở các hình fÙ.3- 10.6. 
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Trường hợp nào là đơn giản nhất trong các trường hợp đồ? Đa giác cảng phức 
tạp khi số cạnh của nó càng tăng. Do đó, tam giác là đa giác dơn giản nhất, tất 
nhiến là ta thích tam giác nhất, bởi vì 1a biết về tam giác nhiều hơn cả. Nhưng 
bài toán ứng với hình 10.3 và 10.4 không côn ý nghĩa đổi với các tam giác, 
Hoặc là ta có thể nói rằng bài roán không có nội dung trong trường hợp hình 
tam giác: hình tam giác với các cạnh đã cho là hình xác định, không biện dang: 
được. Đôi với tam giác không có môi sự chuyển tiếp nào giống như sự chuyền 
tiếp từ hình 10.3 sang hình 10.4. Tuy nhiên việc chuyển tiếp từ hình 10.5 sung 
hình 10.6 đối với các hình tam giác hoàn toàn có thể xảy ra. Đến nạy có lễ đó 
là hệ quả đơn giủn nhất mã chúng tả rút rả được từ định lí đảng chu: tạ hãy 
nghiên cứu hé quả này. | 

Hài toán sau đây được giải như là một trường hợp riệng đơn piản nhất của 
kết quả rút ra từ 35 (3): Cho biết hui cụnh của một lưn giật: th cực: đai tua 
điện tích của nó (xem hình 10.7 }. Ta có lời giải ở §5 (3); điện tích lớn nhất khi 
tam giác nội tiếp nửa hình tròn có dường kính là cạnh tran đấu chưa biết: Song 
điều này có nghĩa là diện tích lớn nhất khi hãi cạnh đã cho tạo nên mùi góc 
vuông. Điều đó thật là hiển nhiên (thí dụ 8.7). 


: 





~ . 


h 
Hình 10.7. Nón fav với một khớp Hình 10.8: Ngôn fux đặc Prết 





Chúng ta vừa xác nhân hệ quả đấu tiên của định lí đảng chu. Tất nhiên 
thành công này làm chúng tá phấn khỞI. Sự kiện vừa được xác nhân côn nói lén 
cái gì! Ta có thể xác nhận môi hệ qua nào khác được khéng” 

1) Tông quát hoá Đài toán xét ở (1) t đi đến bái toán sau: Chó biết cÌ1enH 
dủi tất tả cúc Ccụnh liên tieh của một đu giác, trữ một cựnh Tìm Ca túi cua 
dien tích của tha giác. 

Ta dùng các kí hiệu thích hợp và vẽ phác hình 1058. Chiều đãi các cạnh 
AB. BC... KJ. đã cho trước. Chiều đãi cạnh LA chưa cho trước. Ta có thể hình 
dung đường gấp khúc ABC...F...KI: như là một loại "ngón tay” đặc biệt: các 
"đốc AB, BC,...KL có chiều dải không đổi, các góc ở các khớp B. €.... PK 
hiến đổi, Phải làm cho diện tích ABC... KI.A cực đai: 
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Cũng rhư trong một số bài toán mà ta đã xét trước [$8 (4) và $ã (5)], khó 
khăn đặc biết có lẽ là ở chỗ có nhiều biến số (các góc B, C.... F và K). Tuy 
nhiền. 14 vừa xét ở (1) một trường hợp riếng giới han của bài toán khi chỉ có 
một góc biến đổi (chí có một khớp, hình 10-7) Tất nhiên, chúng 1a h vong rắng 
có thể sử đụng trường hợp riêng nãy lâm điểm dưa để giải bài toán tổng quất. 

Thật vậy, ta hãy xem bài toàn hấu như đã được giải xong. Ta hãy hình dung 
rang đá có được các giá trí cân tìm của tất cả các góc, trừ một góc. Trên hình 
[Ũ-M ta cơi góc tại F biến đổi còn các góc khác, tại B, C..., K cố định; các khớp 
BỤC.... K cứng và chỉ có E mềm. Ta nổi A và L với F. Các độ dãi AF và LF 
không đổi. Toàn bộ đa giác ABC...F...KLA bây giờ được chia ra làm ba phần, 
trong đó hai phân cứng (bằng bìa cứng) và chỉ cô phần thứ ba có thể thay đổi. 
Các đã giác ABC...FA và LK...FL, cứng. Tam giác AFL có hai cạnh đã cho. FA 
và FL và góc tại F biến đổi, Diên tích tam giác này và cùng với nó điện tích của 
toàn đã giác ABC...F...KLA trở nên cực đại khi ÁFL là góc vuông, như ta vừa 
mới nội ở ( [khi xét hình TÔ.7, 

DỊ nhiên, lập luận này trong một chừng mực nào đó có thể áp dụng cho cả 
các khớn khác, nghĩa là cho các góc tại B,C...và K (hình 10.8) và như thế tà 
thây. diện tích da giúc ABC. KLA không thể CHỈ: đại HẾM cụnh AL chưa biến 
Khu tHUỢC NHÌN MỐI mội Đóc VuÔn lạt môi định ĐC '...E, K. không nắm trên 
cụnh dó. 





Hinh HI.9, Chị củ một thơm mềm 


Ilếu diện tích cực đại tồn tại thì nó phải đạt được trong tỉnh huông vừa mồ 
lả. Ta có thể coi việc có diên tích cực đại là điều không phải chứng mình và, 
nếu nh lại đói chút về hình học sơ cấp, thì ta có thể diễn tả sự kiện này đưới 
dang khác nhí sau: diệu tích đạt được cực đại khỉ và chỉ khí dâu BiúC HỘI !Iep 
nứa hinh Hròn có đường kinh là : WHỦh thưa biết, 


đa đã thu được kết quả đúng như ở §5 GÌ, nhưng ơ đầy ta không sử dung 
tịnh lí đãng chu như ở đủ. 
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Hinh 10.10. Afái đa giác nội tiễn. đủ chát tld Không Hội FIể h 


33 Ban đấu, ở (1), ta đã xác nhận một hệ quả rất đặc biệt của định lí đăng 
chu. sau đó, ở (2}, tu đã xác nhận một hệ quả rộng hơn nhiều. Bảy giờ với cái 
đã mà 1a đang đi hiện nay có lẽ cũng đủ để hái tay vào nghiên cứu một Hệ quả 
rông khác đa được rút ra ở $5 (2). 

Ta hãy so sánh hai da giác ABC...KL và ABC..KL [xem hình TŨÔ.IÔI. 
Các canh tương ứng bằng nhan, AB = A'B, BC = BƠ,.,, KU = KT, nhưng một 
số póc lại khác nhan: AB...KL nội tiếp đường tròn còn A'BC..KL thi không. 

Ta nổi đỉnh J của đa giác ABC...KL với tâm đường tròn ngoại tiếp và kẻ 
dường kính JM. Nếu ngẫu nhiên điểm M trùng với đính của đa giác ABC...KL 
thï bài toán của ta được đơn giản đi khá nhiều. Trong trường hợp này, lá có thê 
sử dung ngay kết quả đã thu được ở (2). Nếu không thì M nắm trên đường trön 
ở giữa hai đỉnh kế nhau của đa giác nội tiếp, thí đụ như À và B. Tạ kẻ MA, MB 
và xét tưm giác AMB (tô đậm trong hình 10.10) và dựng tam mác AM trên 
đây A'H (cũng được tô đầm) bằng tim giác AMB Cuối cùng. ta kẻ EM. 

Đường thẳng IM chia đa giác AMBC...EL ra hai phần (hình LŨ.10, đường 
thẳng JM' cũng chia đa giác tương ứng như vậy). Tụ ấp dụng định lí đã chứng 
minh ở (2) cho cả hai phấn, Diện tích đa giác MBC...1, nội tiếp trong nửa hình 
tròn, không nhỏ hơn điện tích của đa giác MBC..]: thất vậy. tất ta các cạnh 
tương ứng, trừ JM và MỸ đéu hắng nhau và chỉ riêng cạnh MI, là đường kính 
của nửa hình tròn, lÀ có thể khác MALK..J không nhỏ hơn diện tích 
M AL.K....J. Công lại, ta dược, 
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chất đối xứng của điều kiện và lược dỏ biển đói từng phần) hai cạnh kẻ bật kì là 
bảng nhau. Đa giác phải tìm là đa giác có canh bằng nhau. 

Đã giác cần tIẦm nội tiếp hình tròn, đồng thời lại có các cạnh bằng nhau tiến 
phải là đa giác đều: Trong tát tử tác đa giấc có xở canh tà chữ vĩ cha trước, 
thì thu giặc đếu có diện tích lãm thất. 

31 Húi đu tNH: đu, mỘt (hủ giác Có H cụnh, tôn đa giắc kiđ có H+ Ù cụnh, 
có củng một Chị ví. Đa uất: nảo có diện tích lửn hơn”? 

Đa giác dếu có ? + TL cạnh, như tủ vừa thấy ở (L) có diện tích lớn hơn đã 
giác không đều có # + Ì cạnh và có cùng chu ví. Nhưng đã giác điêu với ® cạnh. 
môi cạnh bảng 2 chẳng han, cô thể xem như một đa giác không đều có ø + Ì 


¿8 + “ f " : w &-° » tỉ * P 
canh: ® — † cạnh có chiều dài là ơ, hai canh chiếu đài là 5 và một góc bang 


I8U” (bạn hãy coi trung điểm một cạnh của đa giác, hiểu theo nghĩa thông 
thường là một dinh, và khí đó bạn sẽ di tới khái niệm hơi khác thường nãy). 
Như vậy, một đu giác đếu uới m + Ù cạnh có diện tích lớn hơn (la 0kh' đếu cả n 
Ccunk và có CHHE ChH VỊ, 

3 Một hình tròn và một đa giác đều có củng mật LÊ ví Hình nào có chén 
tích lờn han? 

Ta hãy suy nghĩ kì xem kết quả đã thu được ờ (2) biểu thị cái gi, Ta lấy 
ä =3, 4,.. yà điển đạt kết quả trong môi trường hợp riêng. Khi chuyển từ hình. 
tám giác đều sang hình vuông có cùng một chủ ví, 18 thấy diện tích tăng lên. 
Khi chuyển từ hình vuông vang hình ngũ siác đếu có cùng chu vi thì ta lại thấy 
điền tích tăng lên. Tiếp tục như vậy, khi chuyển 1 một đa giác đều sang một đã 
giác Liếp theo, từ ngũ giác sang lục giác, từ lục gHic sanE thất giác... từ w#-giác 
sang (r+l)-giắc, chúng ta thấy rằng điện tích cứ mỗi bước lại tăng lên, khi chủ 
vì không đổi. Cuối cùng đến giới hạn, ta có được hình tròn. Chu vì của hình 
tròn cũng vẫn như thế. nhưng diện tích của nỏ hiển nhiên lä vượt điện tích mọi 
đa piác đều, mà giới hạn của một dãy vô hạn các đa giác đều này chính là hình 
tròn đó. Điển !ích hình tràn lớn hơn diện th mụi (ấu piác đều có HH4 gẰH/ VÀ. 

4y Mlát hình trôn và một hình da giác IMY Ÿ có củng mắt của Ví, hinh nàu cô 
diện tích hờn hưn ? 

Hình tròn. Điều này suy ngay được từ (L) và (3). 

5} Một hình trên và mỘI hình bất kÌ có cùng một Chị. 0, Hinh nào có diện 
tích lớn lrơn ” 

Hình tròn, Điểu này suy rá từ (4) vì mọi hình đều là giới hạn của các da 
giác. Ta đã chứng minh xong định lí đẳng chu! 
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8. Ba dang của định lí đẳng chu 


Trong các mục trước (Š6 và §7) ta đã chứng minh định lí đẳng chu theo các 
cách diễn đạt sau đây: 

I- Trong tắt cả các hình phẳng có chủ ví bằng nhau thì hình tròn có diện 
tíc]i lớn nhát. 

Tuy nhiền, trong š2 ta đã xét cách điện đạt khác: 

HÍ- Trang tất cả cúc hình nhẳng cả điện tích bằng nhất thì hình tròn có ch“ 
Đ¿ HC riuät, 

Hai cách diễn đạt này khác nhau và khác nhau không chỉ về lời vàn. Cần 
phải có lời giải thích đưới dày. 

|) Hai hình gợi là “đăng chủ” nếu chủ vị của chúng bằng nhau. “Trong tất 
cả các hình phẩng đẳng chu thì hình trôn có diện tích lớn nhất” đó là nội dung 
cổ truyền của cách điền đạt (I}, giải thích tên gọi "định lí đẳng chu”. 

3) Ta có thể gọi hai cách điển đạt này của định lí (T và H) là "hai cách điển 
đạt liên hợp” (xem §8,6). Ta sẽ chứng mình rằng hai điểu khẳng định liên hợp 
dày tương đương với nhau, bảng cách chứng minh rằng chúng cùng tương 
đương với mội cách diễn đạt thứ ba: 

3) Ciiả sử Á là diện tích. côn L là chu vi của hình đã cho. Ta giả thiết rắng, 
hình đã cho và hình tròn bán kinh r là đảng chu: L = 2mr. Khi đó, dạng thứ 
nhất của định lí đẳng chu (cách điển đạt D khẳng định rằng: 


À. <S tư” 


Thay r bằng biểu thức của nó theo L, z = L/2øx, ta để dàng biến đổi bất 
đẳng thức: 
4r.31 . 
N00 b¿ 
L 
Ta gọi bất đẳng thức này là bát đẳng thức đẳng chư, còn thương ở về trái là 
thương đẳng chu. Thương này chỉ phụ thuộc vào hình dang của hình chú không 
phụ thuộc vào kích thước của hình. Thật vậy, nếu ta tăng các kích thước bặc 
nhất của hình theo tỉ số 1:2 mà không thay đổi hình dạng của hình, thì chủ ví 


£ 


v 


sẽ trở nên bằng 2L., còn diện tích là 4A, nhưng thương LH khong thay đổi và 


+ 2 » é 4m ^ . ˆ ñ 
điều đó vẫn đúng với Tu 4 đù có tăng theu một tí số nào cũng vậy. Một số 
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lắc giả goi TẾ là thương đăng chu; ta đã đưa vào thừa số 4m để làm cho 


thương đẳng chu bằng [ đối với trường hợp hình tròn. Theo thuật ngữ này, ta 
có thể nói: 

[HH - Trong tất củ các hình phẳng thì hình tràn có thương đẳng chu lớn nhất 

Đây là đáng thứ ba của định lí đẳng chu. 

4) Xuất phát từ các hình có chu vi bằng nhau. 1a đã đi đến dạng thứ bu của 
định lí. Bay giờ ta bắt đấu từ khẳng định [HH và chuyển sang các hình có điện 
tích bảng nhau. Ta giả thiết rằng, hình có diện tích À và chu vì L có cùng điện 
tích với hình tròn bán kính r, nghĩa là À = tr”. Thay A bằng biểu thức này, ta 
để dàng biến đổi bất đẳng thức đẳng chu thành L > 2m. Điều đó có nghĩa là 
chu vi của hình này lớn hơn chu vị của hình trên có cùng diện tích. Ta đã đi tới 
đạng liên hợp thứ hai của định Hí, tới khẳng định II. 

33 Tất nhiên, ta có thể nêu lập luận trên đây theo hướng ngược lại và từ HI 
suy ra I bằng cách đi qua HI, Và như thể, ta có thể thấy được rằng cả ba dang là 
tương đương. 


Đ. Các ứng dụng và các vấn đề 


Nếu Didona kí giao ước với thổ dân ở vũng lân cản của mũi đất thì bài toán 
của Didona có lẽ giống bài toán sau đây hơn là giống bài toán đã được nghiên 
cứu ở §5 (1). 

Cho trước một góc (phần vỏ hạn của mắt phẳng ở giữa hai tia kẻ từ cùng 
một điểm ốc). hãy tìm diện tích lún nhất do mội đường có chiếu dải dự chó 
cẩi ra từ póc đó. 

Trên hình 10,11, đỉnh của góc đã cho được kí hiệu bằng chữ M (mũi đãu. 
Ta giả thiết rằng một đường tuỳ ý, nổi các điểm X và Y có chiều dài đã cho là 
L- Phải làm cho điện tích tam giác giữa đường cong này và bừ biển là cực đại. 
Ta có thể đi chuyển các mút X và Y của đường cong thay đổi hình dạng, nhưng 
không thể thay đổi chiều dài ỉ của nô. 

Bài toán không quá để đâu, song là một trong các bài toắn mã việc chọn 
các đữ kiến trong trường hợp riêng sẽ làm nó trở nên đề hơn. 

Nếu góc M vuông thì ta có thể lấy được phản xạ gương của hình. lúc đầu 
đối với một canh của gốc và sau đó đối với cạnh kia, 
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M 


Hình 10.11. Bởi trần của Dulonu uc tưn Hình 10.12. Đái kêu hài toán này đượt: giải 
họa bởới mi đất bằng nhân ca 


Như thể, ta sẽ được một hình mới, hình 10.12, và một bài toán mới, Đường 
XY. sau khi được nhân lén 4 lần bửi phản xạ, tạo nên một đường khép kín mới 
có chiêu đải 4! đã cho. Điện tích tả cần tìm cực đại, sau bốn lần phần xa. tạo 
nến một diễn tích mới được vậy quanh toàn bộ bởi đường cong mới đã cho, và 
cần phải tri cực đại của diện tích mới này, Theo định lí đẳng chủ thì hình tròn 
là lới giải của bái toán mới, Hình trờu này có hai trục đổi xứng đã cho, XXY và 
YY, và như vậy, tâm của đường tròn nắm trên piano điểm của hai trục nẫy, tai 
điểm M. Do đó, lời giải của bài toán bạn đầu (hài toán Didona) là một hình 
at vưông của hình trồn có tâm ở định của núc đã cho. 

Tất nhiên, ở dây ta nhớ lại lời giải của bài toán ở §3 (1). Dựa trên hình 
10.2, và nhân thấy rằng nó hoàn toàn tương tự với lời giải trên đây. Dễ thấy 
rằng có vô số trường hợp riêng nữa, trong đó lời giải này là có ích. Nếu góc cho 


3607 1807 
rước EM M bàng _ — thì tạ có thể dùng nhiều phép phản xa liên tiếp 


để biến đổi đường conp Y: có chiếu đài ƒ đa cho thành đường cong kín mới có 
chiếu đài 2ø/, và hiến đổi bài toán đã nêu thành bài toán mới theo định lí đẳng 
chủ mà lời giải sẽ Hà hình tròn. Các trưởng hợp đã nghiên cứu ở §5 (1) và trong 
mục dầy chính là hai trường hợp đầu tiên trong đãy vô hạn này ứng với  = Í và 
kẻ, 





Như thể là nếu góc có đính tại M có dang đặc biết _ với 4 nguyên) thi 


lời giải của bài toán (hình 10.11) là cung của đường sac: có tâm tại ®I. Cổ 
nhiên ta hi vọng rằng đang này của lời giải không phụ thuộc vào giỉ trị của gúc 
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{ít nhất !à khi nó không vượt quá 80”). Như vậy, 1a đã nêu lên giả thuyết rằng 
cung của dưỡng tròn có tâm tại M là lời giải của bài toán hình 10.11. không 


v11 





phu thuộc vào việc gúc tại định M có dạng đặc biết hay không. Giả 


thuyết này là giả thuyết quy nạp được xác nhàn trang võ số trường hợp nở = Ì, 2. 
3... Giá thuyết này có đúng không? 

Ủng dụng vừa xét của định lí đáng chu và vấn đề cú liên quan với nó có thể 
khiến ta mong dơi nhiều ứng dụng và vấn để tương tự như vậy. Kết luận của la 
về định lí nêu lên nhiều vấn đề tiếp theo; sự tương tự của định lí trong hình học 
không gian và trong vật lí toán cũng sợi ra những vấn đẻ mới: Định lí đẳng 

chủ, bất rễ sâu xa từ kinh nghiệm và trực giác mà ta rất để dàng nêu lên giả 
thuyết nhưng không để dàng chúng mịính, là nguồn cổ vũ không bao giữ căn. 


CÁC THÍ DỤ VÀ CHỦ THÍCH VỀ CHƯƠNG X 
PHẦN MÙT 


1. Nhĩn lại phía sau. Trong CÓC núi trước (6.5) tà đã chứng mình dịnh l đẳng 
chư. Hãy kiểm trư lạt từng bước lắp luán. 
Có lự tu không phần đại kết gu đơn gian ở šB (lj. Tuy nhiên, khi quái hải 
taủn ở §6 (3) kí đã gid thiết là cực đụ tấn tui mà không Chứng mHHh: tủ 
điển đỏ tạ cũng đđ làm ở T7 (11. Vày, những điều thu nhàn khủng chững 
with này có làm ca kết gu của ta mút hiệu lực không” 
1, Bạn có thể suy ra được phần nào của kết quả này theo cách khác không? Đụn 
Huy tức HiNH Hiệu tiếp rằng HHHƯỮHgĐ hưn liệng chỚM tid" nhữt khôn Ha *i¿m 
flifðng cHù kế] giả từ được ở š5 (3) là đúng, nghĩu Tà bạn lẫy cũ" mimii 
không phí thuộc vào Š6 L3], rằng diện TÍCH t ta mỌI tứ giắc nội HẺ] HÌNHh Trên 
lửn hứơn điên Hích mới FÉ giất Có cÍHG Lái cụnh muf vậy (thí dụ 541) 
Hãy nêu lai lập luận ở $7 (3) môi cách chỉ tiết hơn. Hãy chứng dụ giác có 
"+ Í tạnh, có cũng chủ ví với một tủa pừa đến Ló HH cụnh, những thêm tích 
lựn hưn 
d.. Hãy chứng mình không phụ thuốc tảo §? (31: năng himhh tròn có diện tích 
lỡn Hơn hình đa giác đếu có tùng chủ Vì 
Hay chứng minh điển khẳng dịnh tổng quát hơn rằng hình TràM có thiên tủ 
lớn hưm đa giác có cũng chu và và CÔ Thể ngoại HẾP. đHỒNG HÒU. 


lỂ ¿) 
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Hãy nêu lạt lận luận ở §T (Ã} mỘt Cách chỉ tiết hơn. Lân luận này cô chưng 
mình điều khẳng định I §R không” Bạn cô ý kiến gỉ nhìn dài không” 
Bạn có thể dùng phương pháp này để giải môi bãi toán nào khác không? 
Hãy dùng phương nhấp ở §R để chứng mình rằng hai điều khẳng định sạn 
đủy ld tương đương. 
"Trong tắt cả cắc hộm có điện tíCh toàn phản đã chú: hình lắp nhướng có 
thế tích lăn nhất” 
“Trang tắt cả các hận cô thể tích đa cho thì hình lập phương có diễn tích 
tuản pH HÀO HÌH1E”, 
Dang mạnh hơn của định lí đẳng chu, Hấy so vĩnh các khẳng định †, HH và 
HH $8 với các khẳng định sau: 
[ˆ¬ Điện tích hình trôn lửn lưu diện tích mọi hình những khúc có Cùng CñH VŨ 
HƑ~ Chủ vì hình trôn nhủ hơn Chựt ví mọi hình phẳng khác cố củng diễn tích. 
ljHỊ- Nếu Ã là diện tích mội hình nhẳng, côn L là chủ ví củu nỗ, thị: 

4x 

T 


Lá dũng uc: được thai mãn khi và chỉ khỉ hình nảy là lHnh trộn, 


<] 





Hãy chưng mình nững Ƒ. HÍ, HH" tương đương với nhàn, Tụ lữ chứng mình 
được ` chưa? 

( ho trước ĐH Cˆ với Chủ ví L và diện tích A; không phải là hình trùn. 
Hũy dựng Củ cùng chủ ví L nhưng có diện tích A" lửn hơn A 

Bài toán Hày quan trung (N vaa?] những không quả dễ đầu: Nếu bạn 
không thể giải được hãi này một cách hoàn toàn tầng quát thì hãy giải bài 
toán trang tật 0 NON Hữt FIÊng qHaMn fẾ ỹng; hãy đại các cầu hỏi thích hợn 
cỡ thể dẫn bạn tiến nản hơn tới lời giải tổng quát tủa bài toán; bạn hãy Hư 
phái biếu bài toán theo cách mới; bạn hãy cố gẵng giải bài toán theo 
hương này hoặc hướng khác, 


( hù mỘI tệ giác C tới một góc lôm vào phía trong, có chu ví: và diễn tích 
Ä: Hay thng tumt giác C” có uàng chu ví L những có điên tích A' kín hơn A. 
Hãy tông gHáit hoả thí dụ H. 

ˆ€ không phải là hÌnh tròn" là mội thông bảo "đơn thuận phu đình”. Bun 
có thê đậu trưng CÔ “mội cách khẳng định hơn" bằng một phương pháp nào 
thú tạa chư bạn mắt diớm ta để giải thí cự 9 kháng? 
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bình I ở hình (0.14. Nếu bởi đi cùng một viên phản (được guch chéo ở F và 
lì, tra xế được kếi quả: chiết gây tà dãy thứng vậy gwanh mật duên tịch lữ 
nhất khi dạy thừng tựa HỆNH PHỎI CHHg HỒN. 

Kết quá này vẫn đng nến tà thêm vào diện tĩnh biến Huẻn ở hình TÔ F3 
một điên tích không đổi bát kì tÌteo thường giới hưu thẳng khủng đổi của nó. 
Nhận xét Hắy thưởng rất có ích. 

Bạn hãy phát biến kết quả tiên hợp, nghĩa là hãy phát biển xự kiện cả môi 
guuam lrẻ với định HỆ HĨ ở ŠÃ nhật mới quan hệ giáa sự KIệU vừa từm ra với 
định !j ! §8. 





EB Â 
Hình 10,13. Cdy ức và Hình 10.14. Nguyền hi tẻ củng 
Xứi thấy th,nNg cưư đường trôn 


17. Chủ trước mặt góc tphía võ hạn của mặt phẳng ở giữa hui tia kể từ cũng 
một điểm gắc } tá hai điểm, mỗi điểm nằm trên mắt cạnh của gác. Hãy tìm 
dưệm tí lớn thất cất rời khi góc bởi môi đường có chiến dài đã cho nội 
hui điểm cho trưới (Hiên Mình 10.11 các điểm X vớ Y được tha trước). 

LR. Cho trước một gác Nhớ hơn [80” và mới diễm nằm trên một cụnh củu tốc: 
Hay tùm thiện Hch lúm nhất cất rời khỏi gốc bội mút đường có chiều dùit dã 
của vớ củ một đấu mút tại điểm đã cho thiên hình 0.11 điểm X dược cho 
ru CỒN điểm Y là BIẾN Hư 

19. Cha trước một tác dhữ hưu l0”. Húy từm điện tích lớn nhất cắt rời Khải 
bốc hứi mỏi dường có chiếm dài đã chu trên hình lÔ.1Í các điểm X và Y 
biến thiên, tia thuyết tử được: nên lên ở §0). 

2U. ( hờ trước một gốc nhé hơn T0” Hữu tìm diệu tích lớm nhất cất rời khỏi 
gốc bởi đonhH thẳng tả chiều dài đã của. 

21. Hai cải gây và hai sợi dây thừng. Tư có hai cát gáy AB cá CHỈ Sơi diy 


thung đúu tiền đướt' tuc tảo điểm CHỐỚT: H vủa chiếc gủy thự nhất và đầu 
kid được buật ào tiểm đâu C của chết qạy thử hai: Sơi dúy Hường Huế lai 
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thuw: buặc tương tự với D và A. Hằng dung cụ này, hãy vdyw quanh một điền 
tích căng lớn cảng tÓI. 
22 
13, Hủy chuyển sang một trường hụp riêng và bằng con đường nh vày, Dụn sẽ 
cũ (được: một định l vớ cấp đồng vdi trò quan trọng trOH CHHỜNG này: 


Hãy tổng quát hoá. 


14. Cho trước một đường tròn tràng không gian. Hãy tìm một mắt có điện tích 
dữ tha, giới hạn bởi đường Điều cho HHỚC tà từng vuốt hi trôn đo bao 
guanl: mật thể tích lửn nhất. tRụn có biết môi Bi toán THaNG Tự nữo khôn”]. 


tờ 
M. 


„ Bài toán Didona trong hình học không gian. Cho rước mới góc tam diện 
[ttẻ! tron tắm nhậm và hụn tủa không gian do bù mặt phẳng cất nhau tại 
mút điểm rao tư). Hãy tìm thể tích lớn nhất do một mật có diện tùch đủ cho 
cất rời góc tam diện. 

Bài trán này quả khó. Bạn cần chọn một trường hợp TIẾN th: liƠn. 
20 


Hãy tìm một bài toán tương Hự với thí dụ 23 mà bạn tỏ thể nh thấy trước 
kết quả (Hãy tầng quát hoá, xé! "nướng hợp riêng, dị tắt giới hạn: Ì 

Cúc phân tuyển của một miền phẳng. Tu luấy ứ! một miền phẳng giới hựn 
bội một đường cong nắo đó. MỗI củng mất hại điểm củu đường cong Điện 
giới được gọi là phán tuyển của miền nếu nó thíu nên ra làm hai phản có 
tiện tích bằng nhan. 


27 


* 


Hãy chứng mình rằng hai phản toyển bát kì của củng một mien Ì† nhất một 
điểm thủng, 

Hãy xo sảnh hứi nhân tuyển của liHÌ vuông: Mỏi đường là đoàn thẳng song 
song với một cạnh và đi qHú tâm của HÀNH vướng. Đường Hht hơi là một 
phẩm tường trồn có RâM tại đỉnh cầu hình tông. Đường trao ngắn lưu” 


29, Tim phản tuyển thẳng ngắm nhấi ciủu tình tam: giải đếu. 

30, Tim phủ tuyên ngắn nhất của hình tam giác đếu. 

ẦI. Chứng mình rãnh phun Hiy1i ngắn nhất của đường Prỏn là các dường kính 
tiêu nổ. 


* 


32. Hay tìm phản tuyển ngắn nhất của vip: 

33, Hãy Huừ phẩt biếu cúc định tí tổng quát, bạo quát các thí cụ 2ä:-Ÿ2 

34, Các pphủn tuyến CHd một múi kín (dd đáy chẳng ta chỉ: vét các mặt kiu "kiểu 
tá nà” cửu hmh củu và không AếI hÌHh XIOếH, ( hẳng hufill M ỦI đường tu”ng 
kịm không tự uất, nằm triệu một múi kim, được gụi lử man tuyen LH mã! 
mày nếu Hỗ chía mắt ra làm lai phún (uậc: mật mới có diện tích bằng nhụa, 


3{ 
t4 TH5LCI +09 
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37. 
38, 


39 


41. 


Hãy chứng mình rằng hai phân tuyển bất kỉ của cùng mật mặt có ít nhất 

mắt điểm chúng. 

Phủh tuyến nuân nữ! của một mặt đa diện ẩm các đoạn, mỗi đoạn là môi 

thon thẳng hoặc Ôi CNH# tròn. 

Phủn tHyến ngàn nhất của một mặt du diện đếu là mật da giác đểu. Hay 

tìm lrình dụng của nó, ví trí sắp xếp và xở làt giải đổi với mỗi một trong 

nắm ría chén đếu (có the thí nghiệm với hùnh máu của một đa diện và một 

biig Cao sHÌ: 

Chứng mình rằng các phản tuyển ngắn nhất tủa mắt cẩu là các đường 

trần lăm. 

Hãy thứ tổng quái hoa thứ dụ 37. bạo gốm cả phần cơ bản của thủ dụ $6 

tcúc thư cu 9.23, 9.24). 

Cha trước hình cấu Š bản kinh a. Tư gọi phần mặt câu cất S và nằm trong S 

tì mặt châu của S. Hãy chứng nưnh rẳng: 

[, Tất cũ các mặt chân đt na tâm hình cầu § đếu cá củng một diện tích. 

¿. Không củ mặt chân nào, chìa đội thể tích bình cầu, lại có diễn tích nhỏ 
ạ l X2. 

HE 784”. 

Khing định cưới cũng này và các trường hợp tương Hè đa xét gợt ý thu ra 

KHỘI gíu thuyết. Hãy phát biểu eia thuyết đỏ (thí th 31, ?7}. | 

Một hình có nhiều điều hoàn thiện. Ta tẩy vét mật miễn phẳng do mội 

đường cang nào đó piát hạn, C khủng Ta muốn HHÌH Dư QHẢI mỘI sở lrong 

rắt nhiều rHh tí tương tê định HH đẳng chu; trong tất cả tác miền cá điện 

tịch chỉ cha th hinÊt trên có chỉ ví nhà nhất, 

Tư da SẠU! mặt định lí loại này. Trong §4 ta đã vết một vỡ lì lẽ Hy HữPp 

nhằm làm xúng tả khẳng định. Trang tất cả các trưng có củng một diện tích 

thĩ ‹ họ thị máng hình tròn nhất ra ấm cớ bản nhất. 

Bây giỏ. tự hãy xét một miễn như một bản đồng chất vò có chiêu dày đếu 

thần: Ta hẳy xết môien quản tính của bản này đổi tới trụu vuông gác với 

HỘ Đẳ (Ỉ! ƑNH trang HĂM cớ nỗ. Mömen quản tĨNh này, mà chủng ta gọi là 

_MÔH1eH quản HH cua ” trong những điều kiện khác giống nhau phụ thuộc 

tao kích thướt: tà lình dụng cơ bản, Trong rất cả các bản có củng diện tích 

thì ban hình tròn có mámen quân tỉnh tực nhỏ nhất, 

Nếu là vật dừn điệu Húi bản này có thể chứa điên tích H lê với diện (u18 

- é “ ~... - : HD 1+ s v . cn : họ P 

truh ca nó. Điện dụng cũng phụ thuối: vào kích thước và hình thung của 
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Sư khác nhau ở đâu? Hãy có eẵng nhận ra rHhH chút lHnh học dơu giản ndo 
đó, phản biết hai dựng đầu diện đế này: 
43. Các lí lẽ quy nạp, ƠId sử V ld thể tích củu vát thể, còn Š là diện tích mật 
ngoài của nó. Điều đã phát biểu ở §§ (†) qợi cho ta vết bẰng THƯƠNG Tự f[ XỐ- 
36x? 
o 
theo định nghữứ, nÌ€ là thương đẳng chu trong hình hạc khóng giản Thẻa 
tương tứ, ta có thể giủ Hết màng hình ó sấu cá thương đẳng chủ lu hút 
Buiing TT vắc nhậm giá thuyết này Bảng q1y HẠp, 





Ban hãy thứ tại một xổ vất thể được nét cẻ bảng PHỦ và háy bố sung những xà 
liệu mới. Đặc biệt, bạn hãy cổ gẳng tìm vải thể, có thương dâng chu lứn 
lun thường đẳng chủ của khốt nhĩ thập diện đếu. 


Thương đảng chủ 36219 
Hình uáu !,na0oan 
Hinh: nhị thập diện 1 S384 
Hình nón kén ().759R 
Hình thúp nhị diện 0,737 
Hinh lãng tru tắt nhút 0,657 
tịnh bái điên 06045 
Hinh lắp phương ().3236 
Hình nắn tốt nhấi 0.000 
HNĩnh tự thiẻn 0.3023 


Vé lí do dùng thuật ngữ "tết ni” đói với hình nốn kép. lính lãng trụ và 
linh nón, xem thí dụ Hường ứng 5.23, & 11, 0.22: 
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TH —............... 


CÁC DẠNG KHÁC CỦA LÍ LẼ CÓ LÍ 


Í. Giả thuyết và giả thuyết 

Tát cá những điều ta đã xét ở trên nhằm giải thích vai trò của các giả thuyết 
trong nghiên cứu toán học. Các thỉ dụ đã nẻu giúp la làm quen với hai dạng của 
các lí lễ có H. bênh xực hay bác bó một giả thuyết đã phát biểu: ta đã nghiên cứu 
các lí lẽ quy nạp dựa trên việc xác nhận các hệ quả, và các lí lẽ dựa trên phép 
tương tự. Có côn các dạng lỉ lẽ có lí có ích nào khác, bênh vực hay bác bỏ giả 
thuyết không? Các thí dụ của chương này có mục đích làm sáng tủ vấn để đó. 

Ta cũng cắn hiểu rõ rằng có nhiều loại giả thuyết khắc nhau: giả thuyết lớn 
và nhỏ, độc đáo và tầm thường. Có những giả thuyết đóng vai trò xuất sắc lrong 
lịch sử khoa học, nhưng ngay việc giải một bài toán đơn giản nhất cũng có thể 
đòi hoi phải có một già thuyết đơn giản hoặc môi dư đoán tương ứng. Ta sẽ hãi 
dâu bảng các thí dụ thường dùng trong lứp Học và sau đó sẽ chuyển sang các 
thí dụ khác có ý nghĩa lịch sử. 


2. Phán đoán theo trường hợp có liên quan 


Khi lâm một bài toán, ta thường dự đoán. Tất nhiên là ta muốn đoán cá lời 
giải đây đủ. Song, nếu ta không làm được như vẫy thì ta cúng sẽ hoàn toàn thoá 
mãn khi có thể đoán ra chí tiết này hoặc chí tiết khác của lời giải, ÍU nhất tạ 
muôn hiết bài toán của tạ có "hợp l£ không. Tủ tự hỏi: bài toán của ta có lí 
không” Giả thiết có thể được thoả mãn không? Giá thiết có đủ để xác định ấn 
không? Thiếu chăng? Thừa chăng? Miãu thuẫn chăng? 

Các câu hỏi này nảy ra một cách tự nhiên và đặc biệt có ích tron øiai đoạn 
đầu của việc giải toán, khi chúng là cần thiết không phải cho cầu trả lời cuối 
cùng mà chỉ cho câu trả lời sơ bộ, cho dự đoán, và củng có những trường hợp 
ta có thể đoán ra cả cáu trả lời hoàn toàn hợp lí và không cần tốn nhiều công 
sức làm. 

Để minh hơa, ta hãy xét một bài toán sơ cấp trong hình học không gian, 
Trục của một hình trụ đi qua tâm một hình cầu. Mặt trụ cắt mặt cẩu và chia 
hình cầu ru làm hai phần: "hình cầu bị đục thủng” và "cái nút”... 
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Phần đầu nằm ngoài, phần thứ hai năm trong hình tru. Hãy xét hình !Ì, |, 
¡ma ta phải quay quanh đường thẳng đứng AB. Cho biết bán kính hình cầu là r 
và chiến cao lỗ thẳng trén hình trú là h. Tìm thể tích "hình cau bị đục thủng”. 

Nêu gập bài toán trên đây, tất nhiễn ta sẽ 
nghĩ đến câu hỏi thông thường: Cái dự Xkiễn 
dq (dt để vắt định ấn không” Huy là còn 
thiên? Hay là thửa? Có thể cơi các đũ kiện ở 
và ¡ như là vừa đủ. Thạậi vậy, ? xác định kích 
thước hình cầu, còn w xác đình kích thước lỗ 
thủng hình tru. Nếu biết r và ñ, ta có thể xác 
định được "hình cầu bị đục thủng” về hình 
dạng và kích thước và mặt khác, để xác định 
được nö, ta cắn biết r và ñh. [linh 11.1. Hình cầu bị đục thứng 





1 ` vi x22 la ah - 
Tuy nhiên, khi tính thể tích cần tìm, ta được thể tích đó báng = : xem thí 


du 5. Kết quả này xem ra hết sức kì quậc. Ta đã khẳng dịnh rằng để xác định 
hình đang và kích thước của “hình cầu bị dục thủng” ta cán cả r và h, nhưng 
bây giờ hoá ra để xác định thể tích của nó, ta không cần +, điểu này nghe như 
hoàn toàn vò Tí. 

Thực ra ở đây không có mâu thuẫn. Nếu ñ không đối, còn r tàng, HỈ ` hình 
cấu b¡ đục thủng" thay đổi rõ vẻ hình dang: nó lrở nên ròng hơn (điệu đó dưa 
dến việc tăng thể tích). nhưng mát ngoài của nộ sẽ trở nên phẳng liơn (điều đó 
đựa đến việc giảm thể tích). Có điều là ta chưa thấy trước (và điểu dỏ ngày 1ừ 
đầu hình như là không tự nhiên lắm) răng hai khuynh hướng này vừa dúng căn 
bàng nhau và thể tích không thay đổi. 

Để hiểu tõ cả trường hợp riêng này, cả ý tổng quát làm cơ xử cho trưởng 
hợp riêng đỏ, ta phải phân biết các hài toán khác nhau. Ta phải phân biệt rõ 
ràng hai bài toán có liên quan với nhau, nhưng không phải là đồng nhất. Nếu 
cho trước + và h„ thì bài tuán có thể yêu cầu Ia xác định: 

) Thể tích: 

b) Kích thước và hình đang của "hình cấu bị dục thủng”. 

Bài toán bạn đấu của ta là (4). Ta thấy bằng trực giác rằng cho r và li vừa l 
cấn vừa là đủ để giải (b), Từ đấy, suy ra rằng các đữ kiện này cuHE là đủ để giải 
cả (a), nhưng không nên suy ra rằng chúng cần để giải (a); và thật vây. chúng 
không phải là điều kiện cắn. 
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Khi trả lời câu hoi "Các đữ kiện nãy có cần hay không?”, la đã nhân đoàn 
theu trường hp Có liên quan; thay (ai bằng (Bị ta đã khủng để ý điêu sự thú 
I4 gia Bài tanH bám (đau fừi]i và Bái toàn hiến dụng (hị, Xét trên phương điện 
phương pháp nghiên cứu, sự sơ xuất đỏ có thẻ tha thứ được: Ta chỉ cần câu trủ lời 
piòng đoán, nhưng mà nhanh. Ngoài ra, sự khác nhau như vậy thường ÍL dược để 
š tới: các dữ kiến căn để xúc đmh hình dạng và kích thước rhường cũng căn đề 
xác định thẻ tích. Ta đã đi dến mới điều mà tá cho là phi lí khi tú quên rät rằng 
kếi luận của tạ chỉ có Lắc dung gởi ý về mat phương nhắn nghiên cứu, hoặc là vì 
tt tưởng một cách mơ hỗ rang một điều khác thường không bao giờ có thể xây 
rà. Nhưng trong thí du của tụ thị chính lai một sự khác thường đã xảy ra 


Phản đoàn có bài toán dữ chờ theo hàic toán Điềm dụng là một biện pháp 
nghiên cứu hợp lí và chính đáng, Song, tủ không nén quên rằng kết luận mã ta 
đi tới nhữ phương pháp này mới chỉ là giá định, chứa phải là cuối cùng: mới chỉ 
Là có Hí; tuyết nhiên không phải là chắc chắn đúng. 


s3. Phán đoán theo trưởng hợp chung 


BÀi toán sau đây có thẻ là khuôn mẫu thích hợp để trình bay ở trên lớp về 
đại số cho người mới học: 
Lời đi chúc cua một ông bế cho bá người còn ôm có các khoản sau: 

“Phân của con cả tôi sẽ bàng trung bình các phần của hai con khắc, củng 
thêm bá nghin đồng. Phản của con thứ phải đúng bằng trung bình cúc phần của 
hải còn khác, Phần của cón tít sẽ bảng trung bình của hai H@ƯỜI kia, bớt dị bá 
nghìn động”. Hỏi mỗi nhân là báo nhiêu? 

thủ HHẾ! có du dễ xắc tỊHh cúc dần huy kháng? Tá có đây đủ cơ số để nổi 
rằng đu. Tlhải vậy, có bù ân m ng với các phần của người con cá, con thứ 
wÑ CÓN UI, mã Lạ gơi là x, v,z, Miỏi mốt câu trong ba câu Irong lới dị chúc có thể 
chuyên thành phương trình. Sau nữa, nói chung một hệ loa phương trình với ba 


ñn xác dinh các ẩn này. Như thế, thật là hoàn toàn hợp H nêu ta nghĩ rắng giả 
thiết của bài toán nêu ra là đủ để xác định các ẩn. 


Tuy nhiên, nếu viết các phương trình trên ra thi ta được hệ sau: 
+2 
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Công ba phương trình này, Eaà được: 
í'#y+zc+r+y +: hoặc Ũ= 0. 

Hữứi vậy, hất kì phương trình nào của hệ cũng là hệ quả của hai phương 
tình khác. Hệ của ta chỉ chứa hai nhương trính độc lập với nhau và do đó đúng 
là khónze chỉ để xác định các ẩn. 

Bài toán thay đổi hoàn toàn nếu như lời đi chúc có thêm câu sau: “Tôi chia 
toàn bố gia tài của tôi gồm 15D0Ó dòng cho ba con tôi”, Câu này cho thêm 
phương trinh: 

x+y+z=]1500) 
vào hệ phương trình đã viết ở trên. 

Hãy giờ, tá đã có một hệ phong phú hơn gồm hến nhương trình. Nhưng nói 
chung, một hệ bốn phương trình với ba ân số là máu thuận, Song, trên thực tế 
thì hé của ta không mâu thuấn mà vừa đủ để xác định ẩn, và hệ cho ta: 

x=.7U0U.: y = 5000, : = 3000. 

Ta có thể để dàng vượt qua nhữnp râu thuẫn bể ngoài trong thí du không 
sảu sắc lăm trên đây, tuy nhiên việc giải thích kĩ cũng có thế là có ích. 

Nếu nói là “hè w nhương trình với nø ẩn xác định các án đó” thì không đúng. 
Thật vậy, ta vừa thấy một thí dụ đấy mâu thuẫn với n = 3. Song, điều ta muốn 
nói đến ở đây không phải là môi định lí toán học mà lä một điều khẳng đình có 
tính chất gơi ý về phương pháp nghiên cứu trong thực rế, điều khẳng đình do 
như sau: "hệ ø phương trình với ú ân “ói chu xắc định các ấn ây”, Từ “nói 
chung” có thể giải thích một cách khác. Ö đãy, ta nói đến cách giải thích “thực 
tế” có phấn não mơ hố và thỏ sơ: khẳng định là đúng “nồi chung” nếu như no 
xảy ra tron "đại đa số các trường hợp mà chắc là ta phải gặp”. 

Khi bắt đầu giải một bài toán vật lí haặc hình học bảng đại số, ta thường có 
ưảng một cách trực giác biểu diện giả thiết đưa ra xét bằng các phương trình. Ta 
có gắng biểu diễn điều này hay điểu khác của giả thiết đồ bảng môi phương trinii 
và cỡ gắng sử dụng hết mới giả thiết như vậy. Nếu ta chọn được bao nhiều phương 
trình ửng với bấy nhiều ấn. thì ïa hi vọng rắng có khả năng xác định được các ân 
này, Hi vọng đó thật hợp lí. Ta thường "gặp các phương trình một cách tự nhiên - 
tì có thể hí vọng là mình đang ở trong “trường hơn tổng quát". Song, thí dụ ta vừa 
sắp ở mục này lại không được tự nhiên lâm, nó đã được nghĩ ra một cách đặc biệt 
nhằm giải tích rõ rằng răng khẳng đình có tính chất gơi ý về phương pháp nghiên 
cứu không tuyết đổi chắc chăn, 3o đó, thí dụ này nằm trong phẫn cơ sở của 
nguyên tắc sợi ý vẻ phương pháp, vẫn hoàn toàn không mất hiểu quả. 
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Trong cuộc sống¿ hãng ngày. la thường tì vào những điều tương từ như 
vậy. Ea có đấy đủ cơ sơ để không đến nói quá lo sợ về những cái gì quá bất 
thường. Có bức thư bị mất và có chuyển tầu bị đồ, tuy vẫy tôi vẫn cứ gửi thư và 
không lưỡng lự chút nào khi bước chân lên tàu, Nói cho cùng thì việc các bức 
thư bị mất và các chuyến tầu bị đồ là những chuyện đặc biệt bãi thưởng: trường 
hợp bát hạnh như vậy có xây ra thị cũng chỉ chiếm mội 1¡ lẽ rất nhỏ, Vậy tại 
sao trường hợp bất hạnh đó phải xảy ra đúng vào lúc này? Tương tự như vậy, 
một điểu hoàn toàn tự nhiên lá : phương trình với ø ấn mà ta nhận được có thể 
là không đầy đù để xác định các ấn. Tuy nhiên, nói chung thì điều đó không 
xảy ra: vậy thì tại sao điều đó phải xảy ra đúng vào lúc này? 

Ta không thể sống cũng như không thể giải toán nếu không có một chút lạc 
quan nào. 


4. Mệnh để đơn giản hơn được ta chuộng hơn 


Các nhà triểt học kinh viễn nói rằng “Sự đơn giản là dấu vết của chân lí”. 
Đến nay, khi nhân loại đã già dân hơn và đã tích luỹ được khá nhiều kinh 
nghiệm khoa Học của các thế kị qua, tủ cần phát biểu thận trọng hơn; ta biết 
rằng, chân Hí có thể cực kì phúc tạp, có thể là các nhà triết Học kinh viên không 
có ý định nói rằng sự đơn giản là thuộc tính ất có của chân lí; cũng có thể họ có 
ý muốn phát biểu nguyên tắc về mãi phương nhắn nchiên cứu; “Cái egì là đơn 
gián thì có nhiều triển vong là chăn lí”. Có lẽ tốt hơn nữa là nói ngắn hơu nữa 
và giới hạn trong lời khuyến tắm thường: “Trước tiên, bạn hãy thử điếu đơn 
giản nhất”. 

Lữ khuyên đưa trên lưỡng trị này bao gếm (đúng là có đội chút chưa rõ 
rầng] các biện pháp có tính chất gợi ý đã xét ở trên, Thể tích thay đối kh! hình 
dạng thay đổi - đó không chỉ là trường hợp thông thường, mã còn là trưởng hợp 
đơn giản nhất. Hệ ø phương trình với ð ấn xác đỉnh các ẩn ấy, đó không chỉ là 
trưởng hợp tông quất mà còn là trường hợp đơn giản nhất, Điều hợp Hí là trước 
Liên hãy Hứ trường hợp đơn giản nhất. Cho dù rút cuộc tả có phải xét chỉ tiết 
hơn các khả nâng phức tạp hơn đi nữa thì việc phiên cứu trước trưởng hơn đưn 
pián nhất văn có thể là bước chuẩn bị có ích. 

trước liên, hãy thử điều đơn giản nhất - đó là một phần của cách xử H, 
thuản lợi khi gặp các bài toán lớn hơn hoặc nhỏ hơn. 

Ta hãy thử hình dung (có đơn giản đi khá nhiều và chắc chắn với ít nhiều 
sài lệch) tình thế của GaHlei khi ông nghiên cứu định luật rơi của các vật thể. 
Miếu ta muốn chọn mội ngày tháng xác định nào đó làm mốc cho kỉ Iguyên của 
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khoa học hiện đái thì nẽgãy Galilei tiến hành việc nghiên cứu này có thể là thích 
hợp hơn cả. 

Ta cần hiểu rõ hoàn cảnh của CialIlei. ng có mỖI vài người thầy, một vài 
tiguười bạn tắn thành quan điểm của ông, nhưng ông lại Dị trường phái triết học 
đang thống trị thời đó, những môn đổ của Aristote phản đối quyết liệt. Hỗ dã 
đai câu hỏi: “Tại sao các vật lại rơi?” và họ đã thoá mãn với một câu giải thích 
hỡi hơi đó, hấu như chỉ thuần tuý bằng lời. Galilei hỏi: Các vải rơi như thể 
nào?" và ông đã cố gắng tìm câu trả lời dựa vào thí nghiệm và hơn thẻ nữa, cầu 
trả lời chính xác, có thể hiểu thi bằng các số và các khái niệm toán học. Việc 
thay thể câu hỏi “Tại sao?” bảng câu hỏi Như thế nào?", việc tìm câu trả lời 
dựa vào thí nghiệm và việc tìm định luật toán học, điện Lá một cách có dong 
các sự kiện thực nghiệm - đó là điều thông thường trong Khoa học hiện đại, 
nhưng trong thời đại của Galilei thì dẻ là điều mới lạ, có tính chất cách mạng. 

Một hòn đá rơi từ chỗ cao hơn sẽ đân xuống đất mạnh hơn. Chiếc búa rơi từ 
một điểm cao hơn sẽ làm cho chiếc cọc cảm xuống đất sâu hơn. Vài rơi càng 
xa điểm ban đầu của nó thì chuyển đông càng nhanh hơn - tất cá điều đó là rõ 
răng từ những quan sát trực tiếp. Cải gỉ lá đơn giản nhút? Hình như ta chỉ cần 
piả sử đơn giản rằng vận tốc của vật, bất đấu rơi từ vị trí tĩnh, là lệ với Hang 
dường vát da dị. Galilei nội: “Nguyên tắc này thật hét sức hiển nhiên, nó LƯỚIE 
ứng với thí nghiệm của tá về các máy hoài đồng do va cham”. Nhưng rủi cuốc 
Galilei gat bỏ thuyết vận tốc Hỉ lệ với khoảng cách, coi ` dó không chỉ là một sai 
lắm mà còn là điều không thể có được”. 

Các ý kiến phản đối của Gahilei, chúng lại gi thuyết mã bạn đầu ông chủ 
là điểu tất nhiên, có thể điễn đạt rõ ràng và chính xác hơn bằng các kÍ hiểu của 
giải tích các vỏ cùng bé. Dĩ nhiên việc làm này là mốt sẽ lắm về lịch sử: giải 
tích các và cùng bé được phát mình sau khi Gahlel mất và ít ra cũng một nhân 
do ảnh hưởng các phát mình của ông. Song ta vẫn sẽ sử dụng phép tỉnh này. 
Giá sử 7 là thời gian trôi qua từ lúc vật bắt đấu rơi, củn + lä quãng đường vật đã 


_ N. .... _ xo 
đi. Như vậy văn tốc Đăng nh (một trong những thành Tựu của Cuzủnei là đã diện 
: di 


đat được khái niệm vận tốc một cách chỉnh xác). Giả sử ø là hãng số đương 
thích hợp, Khi đó "giá thuyết đơn giản này”.vân LốC tỉ lễ với quãng đường vái 
đã đi, được biểu thị bảng phương mình vị phân: 


tẩi 
Ta phải thêm điều kiên ban đầu 
x.= Ö khir = Ö. (2) 
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Từ phương trình (1) và (2) suy ra rằng 
đA Ú. khi=Ù. (1 
tW 


Điều nãy biểu thị rảng vật thể rơi bất dấu chuyển động từ vị trí tình. 
Nhưng nếu lấy tích phân phương trinh vị phân (1), chúng ta lại được: 
rdA hề, | z&:, HIY = #í +Ìnc. 

# 


trong đó, ‹ là một hằng số nào đó. Điền này cho tạ: 


ỉ đX 
xi. cả . goe" 
dĩ 
Song, Lừ đỏ Lạ có: 
đx : 
Ễ 


điều này mầu thuẫn (1) và (2): chuyến động thoa mãn phương trình vị phần (Ì] 
không thể bất đầu từ vị trí tĩnh. Xà như vậy, giả thuyết dường như là "dĩ nhiên”, 
là “đơn iản nhất”, thất ra là một giả thuyết đáy máu thuần bên trong, "không 
chỉ là sai lâm mã côn là điều không thể có được", như Galilei đã nhất biếu. 

Nhưng điều “đơn giản nhất tiếp theo sau” Ìä cái el? Tu có thể giá thuyết 
rằng vật thể rơi bất đầu chuyên đông từ vị trí tỉnh, có vận tốc tí lệ với thời sian. 
Đó là quy luật nối tiếng mà rút cuộc Galilei đã đi đến được. Theo kí hiệu hiện 
đại, quy luật nây được biểu điển bảng phương trình: 


tẩy 
kh 


và chuyển động thoả mãn phương trình này tất nhiên lä có thể bắt đầu từ vị trí nh. 


œ. Cãi vốn 


Ta không thể không khâm nhục đặc tính mạnh đạn suy nghĩ của Galleli, 
tính tư do không bị lệ thuộc vào các thành kiến triết học và chủ nghĩa thần bỉ 
của Ông. Tuy nhiên, ta cũng phái khăm phục cả những thành tựu của Kepler, 
người đương thời với CiahHlel, đã bị anh hưởng sâu xa của chủ nghĩa thần bí và 
các thành kiên của thời đại, 

Ta khó hiểu rõ được quan diểm của Kepler, Bạn dọc rigay nay ngạc nhiên 
vẽ lên goi như “Nhãp môn về nghiên cứu địa đồ vũ trụ, nói dung bí mật vũ tru, 


+) 
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về tỉ lé lí thủ của các quỹ đao thiên thể, các nguyên nhân thích đắng và thực sự 
của các số, các đại lượng và chuyển động chu kì của các thiên thể, được chứng 
mình bằng năm hình đều”. 

Nói dune lai càng làm ta ngạc nhiên hơn nữa: thiên van học quyền với thân 
tiệc, hình học lẫn lộn với thiên thể học: Tuy nhiên, đù nội dung có nhấn kì quặc 
thế nàn đi nữa thì công trình đấu Hến này của Kepler đã đánh đấu bước dấu của 
các phát mình vĩ đại về thiên văn của ông và ngoài ra cũng làm nổi bãi một cách 
hấp dẫn và sinh động cá tính của ông. Niềm khao khất hiểu biết của ông thật 
đáng khăm phục, mặc dù hầu như nó chỉ ngàng với niềm khao khắt bí ấn của ông. 

Như tên gọi tắc phẩm của ông đã nói lén hoàn toàn đúng, Kepler có ý định 
khám phá ra nguyên nhân hoặc nguồn gốc của số các hãnh tình, khoảng cách 
từ chúng đến Mật Trời, chủ kì quay của chúng. Thật vậy, ông HỘI: tại sao lại có 
vừa đúng sáu hành tính? Tại sao quỹ đạo của chúng được sáp xếp cụ thể như 
thế? Nhưng câu hỏi này thật kì la đối với chúng 1a, nhưng đổi với miột số người 
cũng thời với ông lại không Kì là chút nào. 

Một lần, ông nghĩ rằng ông đã khám phá ra bí mật và ah¡ vào quyền số tay 
của mình: "Quỹ đao của Trải Đất, hay là mật cầu, là thước do củi 1ấI cả. Hãy 
ngoäi tiếp Trái Đất một hình thập nhị diện: mặt cầu bao quanh nủ là Sao Hoa. 
Hãy ngoài tiếp Sao Hoá một hình tứ diện: mài cầu bao quanh nó là Sao Mộc. 
Hãy ngoại tiếp Sao Mộc một hình lân phương: mát cầu bao quanh nó là Sao 
Thổ. Bây giờ hãy nội tiếp Trái Đất một hình nhị thập điện: mật cầu bao quanh 
nó là Sao Kim. Hãy nói tiếp Sao Kim một hình bát điện: mặt cầu báo quanh nó 
là Sao Thuỷ. Bây giờ La đã có cơ sở cho số các hành tỉnh” `. 

Như vậy, Kepler hình dung II mãt đồng tâm, 6 mãi cầu sắp xếp xen với 5 
đa diện đếu. Mãt đầu tiên và ở ngoài cùng là mội mặt cầu và mHÔi HỘI mmẶI trước 
đố, Mỗi mặi cầu đếu gắn liền với một hành tình: bán kính rnất cầu hảng khoang 
cách (khoảng cách trung hình) từ hành tính đến Mặt Trời, Môi đa điện đếu nởi 
tiếp mắt cầu trước, bao nó, và neoai tiếp mạặi cầu sau, chứa trong HÓ. 

Và Kepler bổ sung: “Tôi chưa bao giờ tìm được đủ lời lẽ để diễn đạt sự 
khăm phục của mình trước phái núnh này”, 

Kepler đã sơ sánh !Ì mi giả thuyết của mình với các sự kiên (về rnát nay 
öñg là một nhà bác học hiện đại). Ông lập bảng. bảng này được trình bày ở đây 
dưới hình thức hiện đại hơn chút ít (bảng Dì, Cót (1) đánh số hãnh tĩnh theo thứ 
t*) Kepler gạt bỏ giải thích của Rhaucus: củ 6 lúnnh tinh vì 6 là số hoàn chính đâu tiện (số 

luận chính là số bằng tổng các ước số của nó, không kể nó- NHI. 








bO đi | 
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tư tăng dần của khoảng cách đến Mật Trời; nó gốm 6 dòng, nhiều hơn các cội 
sau một đàng. Cột (2) chứa tỉ só khoảng cách giữa hai hành tình cạnh nhau đến 
Mlat Trời, theo Copermic; mỗi tí số đặt piữa các dòng chỉ rõ tên các hành tình 
lượng ứng: khoảng cách giữa các hành tình bên ngoài là mẫu số. Cội (3) Liệt kề 
ñâm đa điện đều theo thứ tư mà Kepler đã chọn. Cột (3) chỉ rõ tí số giữa bản 
kính mặt cấu nội tiếp và ngoai tiếp đa diện đếu tương ứng. Các số trên cùng 
mót đông phải phù hợp với nhau. Thực ra, có hai dòng là phù hợp, và ba dong 
còn lại thì sai lệch nhiều. 
Bang Ï 


LÍ thuyết Kepnler so sữnh với cất điêu qua sát được. 


sườn 







(1) 
_ Hành tĩnh - Quan sốt của Copemic Các đa di ẹn đều 
Sao Thỏ... _0;635 Hình lấp phương ˆ 
¬uo Mộc... 0.332 0.333 Hình tứ diện | 









Ti 





Sao Hoá... Ụ.737 0,795 Hinh thập nhị. diễn 
Trái Đất... ˆ 0.794 0,795 Hinh nhị thập diện 
'Sao Kim... : 0.723 0.577 Hình bát diện 


Sao Thuy... 


Bây giờ, Kenler bát đầu thay đổi quan điểm và sửa chữa piả thuyết bạn đầu 
của Tnình (điều này íI nhiều làm ta nghĩ đến một nhà hác học hiện đại), Điều 
sửa chữa cơ bản là ở chỗ ông so sánh khoảng cách từ Sao Thuỷ đến Mặt Trời 
không phải với bản kính của mãi cấu nội tiếp hình bát diện mà với bán kính 
của hình tròn nội tiến hình vuông, có được dạ một mặt nhẳng đối xứng nào đó 
cñI hình bất diện. Tuy nhiên, không đi đến được mỏi sự hoà hợp bất ngũ nào 
giữa giá thuyết và điều quan sát, Dũ sao, ông vẫn In chắc vào quan niệm của 
mình. Hinh cầu là “vật thể hoàn thiện nhất”, và sau hình cấu lá năm hình đa 
điện đều. Kepler đã thoáng có ÿ nghĩ rằng vô văn các vì sao bất động có thể có 
quan Hệ nào đó với tâp hợp khó phân biết cấc vật thể không đéu. Đối với ông, 
điều rất "tự nhiên” là Mật Trời và các hãnh tỉnh, phải có mới Hên hệ nào đó với 
các vật thế CfcHL tuyết vời nhất, Điểu đó có thể xem như là bí mật của hệ thống 
vũ HW, “bí rnãt vũ ru”. 

Trên quan điểm hiện đai, giả thuyết của Kepler có vẻ là vô lí. Ea biết nhiều 
miỗi Hiến hệ giữa các sư kiện quan sát được với các khái niệm toán học, nhưng đó 
lä các quan hệ có tính chất hoàn toàn khác, Ta chưn biết rnột mối liên hệ có ích 


ÁP v0 Ly j 


TỶ họ l6ở 


hftps://tieulun.hopto.org 


nao lại có sự tương tự dê thấy nào đó với giá thuyết Kepler. Điêu lạ lùng nhất mà 
tạ thấy là Kepler lại có thể tin vào sự tồn tai của mỘi cái gì sâu xa ẩn sau con số 
các hành tính và đất câu hỏi: “Tai sao lại có vừa đúng sầu hành tỉnh?”. 

Có thể nảy sinh xu hưởng coi giả thuyết của Kepler như là một điều nhầm 
lẫn la lùng. Tuy nhiên, ta cũng phải tính đến khả nàng là một số các lí thuyết 
In+ ngày nay ta nói đến một cách trần trong có thể sẽ bị xem như một điều 
nhắm lân la lùng, nêu không phải là bị hoàn toàn quên bắng trong một lương 
lai không xa. Tôi nghĩ râng, giá thuyết của Kepler thât hết sức có ích. Nó chỉ ra 
một cách đặc biết rõ ràng hoàn cảnh mà ta đang nói tới: Niễm tín vào giả 
thuyết chắc chắn sẽ phụ thuộc vào toàn bố cái vổn' Ì của ta, phụ thuộc vào tất 
cá không kh khoa học chung của thời đại chúng 1a. 


Ú. Ta chưa tận dụng 


Thí dụ trên đây đã nèu lên hàng đầu một đặc điểm quan trọng của các suy 
luận có lí. Ta hãy thử mô tả đặc điểm này ở một mức độ tổng quất nhất định. 

Ta có một giả thuyết nào đó gọi la A. Như thể có nghĩa là Á là một mệnh 
đẻ đã được diễn đạt rõ ràng, nhưng chưa được chứng mình, Ta nghĩ ràng À 
đúng nhưng trên thực tế ta chưa biết là Á đúng hay không, Đầu sao ta vân Ít 
nhiều tin vào giả thuyết của mình, Niềm tin như vậy có thể có, nhưng không 
nhất thiết phải có mội cơ sở rõ ràng. Giả thuyết ÀA nay sinh hoàn toàn hất ngỡ 
sau một thời gian đài suy nghĩ về bài toán nào đó mà Không đạt kết quả rõ 
rằng. Giả thuyết A có thể là lối thoát duy nhất ra khỏi tình thê rỗi ren, nó cúng 
có thể hầu như 1ä không còn điếu gì đáng nghỉ ngờ nữa, mắc đù ta vẫn không 
thể nói được là tại sao. 

Tuy nhiên, sau một thời gian nhất định, trong ốc tả có thể nảy ra những lí lề 
rö rằng hơn, tuy vẫn chưa chứng tình được Â, nhưng chắc chăn là có lợi cho À: 
các lí lẽ theo tương tự, theo phương pháp quy nạp, theo các trưởng hợp có Hiến 
quan, theo kinh nghiệm chung hoặc theo sự đơn giản riêng của chính bạn thần 
A. Những lí lẽ như vậy không cho một chứng mình chải chế nào, nhưng cö thể 
làm cho À Hở nên rất có lí. 

Song, tất cả những gì tá đã phát hiện ra trong giả thuyết đó rnà không có 
những lí lẽ diễn đạt chính xác nào, nhái làm cho ta thân rong. 

Vã ta sẽ lắn lượt hiểu rõ những lí lẽ này. Môi điểm sáng tỏ đâu tiến trên 
nến tối đã xuất hiện. Tuy nhiên, sau điểm này trên nền côn có một cải gì đây, 


{*) tức là "toàn bộ gia thí trí tuệ” (hea chú thích của bản dịch Hếng Nẽu): 
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và có thế dẫn đến kết quả không đúng. Song, đó là trường hợp ngoại lệ và như 
Lhể thì điều hợp lí là hí vong rằng chuối của bạn sẽ dẫn bạn đến chỗ cẩn thiết. 
Bởi vậy, có thể là hợp lí nếu cứ tiến lên, xét xem có thể suy ra được cái gì từ 
công thức của bạn, một công thức chưa được chứng mình hoàn toàn và gắc 
sang một bến nỗi lo lắng về phép chứng mình đầy đủ, 


Ö đây, ta đã để cập đến Hơi gui thuyết ơrivtic thông thường, một về hệ 
nhương trình, rmiột về chuối vô hạn. Trong mọi lĩnh vực toán học đếu có những 
piả thuyết như vậy và môi trong các thành tựu chính của một chuyên gia trong 
lính vực đé là hiểu biết về các giả thuyết phổ biến, hiểu rõ có thể sử dụng 
chúng như thể nào và có thể tín cậy chúng đến đâu. 

Tât nhiền là không nên quá tín vào một dự doán, vào các giá thuyết ơrisic 
thông thường và vào cả các giả thuyết của chính bản thân bạn. Khóng chứng 
mình đã tin râng dự đoán của bạn là đúng thì thất là mù quảng. Tuy nhiên, bắt 
tay làm môi cải gì với niểm hì vọng rằng dự đoán của bạn có thể là đúng, thì 
điều đồ có lẽ hơn lí. Lac quan mỗi cách thận trong là một quan điểm thông mình. 


CÁC THÍ DỤ VÀ CHỦ THÍCH VỀ CHƯƠNG XI 


L Trang mút lạm giác cho biết đảy a, đường cao h ứng với a và gốc œŒ đãi 
điện với a. la] Hãy dựng tam giác; (b) tính diện tích tam giắc. Tút cả các 
(lữ tiện có cán hay không” 

1, Trong một hình thang, chủ biết chiều cao (đường vuông gốc với hai cạnh 
xong son#] là h, đường trung bình ( đường sang xong vớt hai canh xong son 
và cách đếu các canh này]! lử m, các góc a và 8 nằm giữa một trong hai 
tạnh vòng sang và hai cụnh còn lại (cạnlt bên). (a) Hãy dưng hình thang, 
thị Tỉnh diễn tích của nỗ. Tửi cả cúc thữ kiến có cần huy không” 

1Ô Đổi cầu là một phẩn mật cầu nằm gia hai mật phẳng song song. Chiều 
của của đới cẩu bảng khoảng cúch giữa hai mặt phẳng này. Cho trước bán 
kinh hình cẩu là r, thiểu cuo của đới cấu tà h và khoảng cách từ tâm hình 
cầu đến mãi phẳng giới hạn gân tâm han là (Í Hãy tim diện tích của đời 
cầu. Bạn có những nhận xét gì? 

4. Mỏi mặt cầu thứ nhất có bắn kính là a. Mật mất cầu thứ hai, có bán kinh tà 
b, cất mắt cần thứ nhất và đi qua tâm mắt câu này. Hãy tỉnh điện tích phản 
mất cấu thứ hai mắm trong mÃt cầu thứ nhất: Bạn có nhận vét gi? Bạn hy 
th lại những trường hựn đặc biết. 

5, Hãy xét lại thi dụ §2 và hay chứng mình lời giải. 
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6. Hình cẩu phản là mật phần của hình cầu nằm giữa hai mật phẳng sàng 
xong. Bê mắt của nó gẩm bà phần: mắt đới cầu và hai hình trên gọi: là đáy 
và nấu của củu phản. Ta xể dàng oậc kí hiệu dưới đảy: 

ä là bán Kính day, 

b là băm kinh nắp, 

h là chiếu cao (khoảng cách gia đây tà HẠH). 

ÄMf là diện tích thiết điện ngàng Irung bình (xong song với đáy và nắp và 
cảnh đếu chúng], 

V Hả thể tích cầu phản. 

Cha trước u, h và h. Huy tim MÍh — V. 

Bun tổ những nhận xét gỉ? Bạn hãy thứ lại vải trường họp đặc biết. 

1.- Trục tủa môi lành nỗn tlt qua tâm một hình cầu. Mặt nắn cất mắt cầu theo 
hạt đường tròn tà Chía hình cầu ra hàm hit phận: “nhún HHHẰh cầu bí đục 
thlmg theo HÌnNh nỗn” và “củi HÃP” [xem 
HịNh l12, phút qua hình này quanh 
dường thẳng AB); cất nút ở trong hình 
nỗn, Œid sử r lũ bản kinh hình câu và °œ 
là chiếu dải của dây mà khỉ quay fqo nên 
lỗ thung hình nón và Íh (Chiêu cua nhân 
hình cu bị đục: thung) là hình chiến cua 
C KHÔNG trúc của hữÌHh hỗn. Cho tước r, 
© wa h, Hãy tìm thể tích "nhản hình cấu 
bạ đục H8 theo: THHH- HỎN”. Bà lj Cũ Hình 11.3. #link cầu đhục: fhsp 
những nhận xét gi” theo Einh nên 





8. Trục cua một hình narabalai trên xaay đL qua tâm một hình cầu vô mắt 
của chủng cắt nhan theo hài đường trÒN. Hãy tỉHÀh thể tích vật hình nhân 
nằm giữa lại mắt này (ở trane hình cầu 
uữ Ø dgotM nuraBololt), nếu cho Biết bản 
kímh hình cầu là F. hình chiếu h củu vất 
hình nhân xuống trục của marabaloit và 
khoang cách d từ tâm tính cầu đến đùnh 
tủa paruboloiT (hủy quay hình LÍ 3 quanh 
Qv). Bưu cỗ nhận vết e7 





9, Cho trước đây dưới mội hình thung da, đây 
trên là b, uà chiếu cao là la > bị Hình — Hình 11:3, Hình cầu hị dục Hưng 


Ề : F “ˆ _ FẾ-- - # sh ". Ễ r Ì Ƒ Ữ 
tÌH1018 quan V gian thầy dướt cu nó sể tạo Hồ HỆNG: 4H ub0i 
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nén một hình tròn xoay (hình trụ được phủ bằng hai hình nắn. Hãy tìm [ai 
thể tích vất thể tròn xoay: (b}) điền tích mặt ngoài của nó. Dữ kiện có đủ để 
xác đính ấn khẳng? 


1. Có 7/0 xố thược chữa thea một thứ tư nhất đỉnh Mạ;, Mỳ, Hỳs‹.-.. Hịp: hiện héệ Với 
nhau sao chủ mỗi số, bắt đấu từ xố thứ ba, là tổng của hai số đứng trước: 


lạ =SHạcp + H„+ VỚI tị = 3, đ,... ÙÖ. 
Cho trước wy, hãy tim rổng của TÚ xổ dị + tạ +... + Hy, 
Các dữ kiện có đủ xác định ẩn kháng? 
H1. Hãy tỉnh 


t 


dh 

lụ ++MI+4”) 
Ban cả nhân vết gì? Hay thử lại cậc trường hạn a& = Ù, a —* 2, ú —? ~%: 

12. Hãy khải quất hoá thí dụ TÌ (trước tiến, hãy thứ diễu (ơn giản nhất). 

13, Hữyv viết một phương trÌHHH VỚI tHỘI ăn, mà phương trình không xác định 
được: ẩm. 

14. Nếu bản chất các ẩn bị giới hạn bởi một điều kiện phụ thích hợp thì một 
phường trùnh có thể xác định nhiều ẩn. Chẳng hạn nếu x, y, š, là các š; 
thuc Thì chúng hoàn toàn được xác Đ bởi phương trình 


VL + vi +} =Ö., 
Hãy rầm mọi bộ các xở nguyên (ÍI(0ng X, Y thoử mãn phướng trình X* v = 28. 
15. Hãy tìm mọi bộ các xế nguyễn dương X, Y, š ta H thoả mãn ĐÌttƯNg Trình 
x+ VỀ +zˆ+ =6 
16. Trường hợp tổng quất. Hãy xết hệ ba phương trình tuyển tỉnh với ba ẩn: 
địx + Bịy + c¡z = d, 
q2x + hay + cạz = (l2, 
dyx + bạy + cyš = q3, 
Giả sử !2 sở đã cho dạ. bạ, Cự, dụ, dạ... ty là Các số thực: Hệ được gọi là vác 
tịnh nếu nó Chỉ có mội nghiệm (CÌI có một bộ ba xổ x, W, # thod mãn hệ], là 
bất dụnh mếu nỗ có võ sổ nghiệm vả không trương thích nếu nó không có 
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nghrếm nào. Xếi HN HHữHNG HqnH thêm khúc. HIYỮHG hữm hệ túc định được 
coi kì trường hựp Hgoài lệ, không bình thường, không tiêu chuân, không tng, 


) Vẻ mắt himh học, từ có thể coi tạp hụp bú số (,y,z HH mội điểm trang 
hệ tạu độ vuông nút, còn THÔI phương trinh nh tầp hợp các diểm thua nuân 
phương tHÌNh này, nh miột mãi phẳng (thú ra, để ghải Khích được HÀ vậy, 
ta phái gi. Thiết rằng VỆ trải của mỗi phương th có ít nhất một hệ xở 
khúc Q9, nhưng tà xế gia Tết nh tậv), Hệ bu nhương trình là xác dĩnh nếu 
hư mắt phẳng chỉ củ một điểm chung. Khi chủn g cả hai điểm chung thì 
chủng cũng cô ti một dường thấng chung và nh uãy hé là hát định. Khi bà 
mặt phẳng xong song với củng một đường thẳng, những ca bạ thông tó môi 
đhitm chung nào thì hệ là không tương thích, NÊN bạ mắt nhhng ở trong “vì 
trí tổng quả", nếu chúng được chọn "mắt cúch Hy ý thì chẳng chỉ có mộ! 
tiểm chúng tử hệ lạ cát định. 

b} Về mát dại xả thì hệ bạ nhượng trình là xác (mh khi và chỉ kim định thức 
thành lập rủ 39 hệ số ứ về trải là khái 0. Du tá, hệ là vác định nếu fFoiB 
dang ca phương trình không cô mát điểu kiến (đặc Biết hoặc thêm hạn chế 
nào đôi với các hề sở. 


C} Tu Có thể giải thích tận hợn 9 hệ xế thực) tdi.d›, day, b 1....; tạ] như mất 
điểm trọng không gian 9 chiếu, Những điểm tương ứng với các hề khnge 
xúc: dựnh (hát định hoặc không tương thí hị, thoả mãn Phim trinh tdnh 
thức = Ö} tà nh vậy, chúng tạo nên một đa dụng với xố chiếu thấu hơn 
{ XIẾNH diện” Š chiến]: 
tlj Vô tụng t khả nàng để một hệ bù phường trình tu yên nh với bà ứn xử, 
LÂY tHW ý, là bút định, Xem rhí du 14 - 33 
17, Hãy xét tắc hình cẩu nội Hép và ngoại tiếp mỗi mốt trong năm du diện đếm. 
hy tÍHHh tỈ xổ các bán kính của chúng. 


'#“ 


1R. Cốt (3Ÿ) bảng Ì vấn kháng đối nếu ta đổi chỗ hình lập phương với hình bát 
chiếm, hoặc hình thân Hhị điện tới hình nhị tạp điện, Đối uới lí thuyết eiiu 
Kepler thì sự bát định này phải xem là khó khăn cơ bản. Tuy nh lên, Ñepler 
tạ rỡ tài sâng tạo phí tHƯỜNG tronU tiệc tm rữ các H_UNVẺN HHÀìH làm cha 


tmIỘI trong năm vật thế này tô trH thế hơn các vật thể khác. 


Hay tìm mắt tính chút hình học đơn giản ndo đó nhàm biết Bà đâu diện mà 
RKenler xân xến quanh guý đạo Trái Đất với húi đa diện mà ông sản tên ở 
tRONG QHỳ đụa này, 


19, Không có ý kiến não thực sự tôi. “Nhiều thứ Ñuán Cũ thể sai lâm, nhưng ấn 
là CÓ Ích, nếM nó dẫn Mì đến một chừ đoán tốt lưưn”, "®hônE có một ý kiến 
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20. 


nào thực xw tối nếu ta biết tiến thụ một cách cô phê nhăn, Cái thực sự tổ! là 
chẳng có ý kiến gí”. Húu nh ngày nàu tôi cũng đúng cản châm ngôn nảy 
clÈ an tí mắt sinh viên này hoặc một sinh tiên khác dang để xuất ra mùt ý 
kiếm trưng thực nhưng ngày thư. Chủm ngôn nảy thích lựn củ vớt hoàn 
'ụnh bình thường hẳng ngày và vất việc nghiên cửu khoa học. Nó hi rất 
thích hợp với trường hợp của Kepler. 

Chính bản thủn Kepler với ca một trùnh độ trí tuể độc đảo, chuyển tiêh từ 
quan điểm trung đụt sang quan điểm hiện đạt, cũng cho là ý kiến kết hợp 
xửu hành tình tới năm lành dầu chén điểu có về nhì quảng. Song, tái không 
vao hình dung nổi rằng người cùng thời với Kepler là Galilei lại có thể 
quan HếM HÀ thế, Dđi vớt LÍ tê 0d tạ ngày nay, ý kiến này ngay từ đáu 
cổ tế khả tội, VÌ nỗ quả Ít liên quan tới toàn bộ kiến thức củn lụi của ta tê 
thiên nhiên, Giả thuyết của Keple+*, cho dù nỗ có phủ hợp tối nhất vớt điệu 
quan xát được, tí nó vấn ít được tác nhàn, ví ná không được cũng cổ bảng 
wự tương tự với một trong cúc tài liệu dã biết nào khác của tạ 

Song, dự đoàn của Kepler fay vai HÌHững rõ rằng là tdn CÓ Ích để Chuyển 
sưng một dự doáân tốt hơn. Nó đưa Kepler tới việc nghiên cửu tr mí lun 
khoảng cách trung bình giữa các lành tình, quỹ đạo cửu chúng, thời gia 
quay của chủng; đổi với những điểu nảy, ông bí vong Fìm rú mật “Tời giai 
thích” tot tự nào đã tà HÌNH Vậy, PHỊ Chúc” Hỗ dẫu rốt tắc quy luật nốt 
tiếng tủa Kenler về chuyên động cua cóc hành tinh, dẫn đến Newton và 
toàn bộ quan điểm khoa học luện dựt cua †d. 


Một vải giả thuyết ơristic thông thường, Đing fe phái trữnh hày đíy tấu liưn 


Về mực này, nhưng ta xế giỏi làn trong những lời thuần nuẫn gọn và nhún xỏi 
lẻ tế. Ta phải thận trọng khi giải thích từ "nói thung” theo nghĩa ` tua 
tên", không tránh khói ít nhiều mơ hồ. 

Nếu trong một hệ phương trình, xố phương trình bảng xố ẩn, thì “Hói chung ˆ 
Lúc đmn được: vác định. 

Nếu trang một bài toán, xố điều kiện bằng xà tham vở được sứ dụng, ïÌu 
điển hợp lí là bất đầu tử chả thửa nhận sơ bộ rằng bài toán có lời gùu 
T1 dụ, một dạng thức toàn phường của n biến cho nịn + Ì 12 hệ sẻ, tà 
nhẹn bùn đổi trực giao chủ n biến phụ thuộc vào nỈH = l)/23 tham xó. Bởi 
vậy, ngay (ừ đầu một điều khá có lỉ là mọi dụng thức todHI phương của + 
biến đến có thể đưa về biểu thức sau đây. qua một phép biến đổi trực giao 
thích hợn: 


3 


: `": 
đu tÄyw +...+ Âu» 
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"Mới chung, mội hàìm vố có thể khai triển dược thành một chuối luỷ thừa 
mà xế hạng đầu tiên cha ta một giá trị gần đúng thừu nhận được. và nếu ta 
lấy càng nhiều xố hạng thì giá trị gân đúng lại càng tốt hưn”: 
Nếu không có sự hạn chế một cách đúng mức về ý nghĩa của từ “nói CÍHE” 
thị điểu khẳng định này sẽ là một xưi lắm không thể tha thứ được. Tuy vậy, 
các nhà vật lí, các kĩ xư và các nhà bắc học khác, án dụng giải tích toán 
học vào ngành khoa học của mình, hình nhí lại hết sức yếu thích ná. Nó 
bưo gồm một nguyên tắc khác côn rộng hơn nghiyên tấc mà ta dã phái biểu 
ở trên: "Hãy coi một hàm vở chưa biết đầu tiền như là một hàm và tuyến 
tính”. Thật uảy, nếu ta có khai Hiển 
) ị 
ÑJZug¿+dịx+ dạy” +dịjÝ +... 
thì ta cô thể lẩy tản đúng 
ffx) = an + địx 
tuán chủ ý rằng GaiHilei, chưa biết về giải tích các và cũng hé đã hệt sức ưa 
chưông hàm số tuyển tính, xem §3). Nguyễn tắc này là cơ sở của ý nghĩa 
của xở hụng đầu của sai vớ tưởng đối; xem Š5 (2). Nguyên tắc nảy thường 
có ích, nếu nhĩ nỗ gợi cho ta một ý nào độ gắn với chắn lí, ray nhiên Hỗ 
cũng dễ cá thể dưa đến những điều nào đó rất xa chân lÌ. 
Thật vậy, mật nhà vút lí (hoặc một kĩ si, hoặc một nhà sình học] cả thể 
thấy rằng một đại lượng vật lỉ y phụ thuộc váo mội đại lượng vất lí x khác 
sau cho có phương trinh vị phán, 


dđv 
AY boád /ƒ0y) : 
củ 


Bảy giờ lấy tích nhân để giải phương trÌnh này có thể là quá khó hoặc dụng 
của hàm xổ Jfy) có thể là chưa được biết đến. Trong tủ Jiai trường hợp, nhà 
vất lí khúit triển hàm số fỆy) theo bắc của y, và ông có thê xem đủ nh là 
những giá trị gẵn đúng liên tiếp của phương tí mÌ ví phân" 
“y 
chà 
thy 
dửX 
“y 
dí\ 
Tuy nhiên, những đường cong Đán chất hét sức khác nhau lại thoa mãn ba 
phương trinh này là giá trị qản đúng tá thể chỉ chứa đến lâm lần. My thay, 


= (thu 


lÌ 


tt 0 


= ty + 0V + r3 - 
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3 


Lả 


1) hãng một đường thẳng, 

3) hằng một cung tròn Có tâm trên trực 4A. 

Một chất điểm bắt đầu chuyển động từ vị trí tĩnh ở gốc toụ độ, đạt tốt điểm 
(a, b} trong thời gian Tạ hoặc Ty tuỳ theo chất điểm đó trượt (không có mà 
vất) theo đường thẳng t1) hoác reo cung (2). Gallel (như dã kế ở §04) 
cho rằng T, > T›. Saơw một số pháp biển dối, bắt đẳng thức Hãy đường như 
trương đương với bắt đẳng thức : 


h 
lo =ửï “dfx4h'ˆ?u - gŸ?? 
u 


ˆ R4 1 X c= ị 
trang đả, ta đặt: d ta ®bhhjỦ =h. 


Ta cá thể thử chứng mình bất đẳng thức này bằng cách khai triểu hai và 
của bất đẳng thức thea bậc ủu h. Vậy, cắt gì là khả nâng đơn giìn nhất 
thuc khủ măng “thẳng lục quan nhờ!” 

Việc tính tuán bảng số và người kĩ su. Người kháng chuyên món thường 
hay nghĩ rằng công việc tính toán bằng vỏ của một nhà bắc học không bao 
giở sai lắm, những chún ngắt. Thựn ra, việc tỉnh toán bằng xổ của một nhà 
bắc học có thể hết xức mụo hiểm mà lựi tuyệt vụng. Những nhà thiên văn 
bọt: xưa kia đã cố gắng cũng nhị các ki vư hiện nay để cô được các kết que 
bằng số, liên quan đến cúc hiện tượng thiên nhiên, chưa biết đượi: đảy cử, 
thu vào các phương tiện toán học chưa hoàn thiện, Liệu có đúng ngủi 

nhiên chẳng khí những cớ gắng như thể cú thể không thành công, còn dứng 
Hgặc nhiên tưn Hiển khí những cô tẳng đó thường lại thành công. Đây là 
một thí dự điển hình toát chỉ tiết Kĩ thuật, Không nếu ở đây, sẽ được công 
bở d mút nữt khác nào đây! 

Mọt kĩ sư muốn tinh một đại lượng vật lí @ nào đó, liên quan tới một lưni 
wuông có cạnh là †. (Trang thực rể, Ò là độ bến xoẩn của cất xủ vớt Nét 
diễn ngàng lử h inkt vuông, nhưng bạn dọc không cần biết điển đá, thực ra, 
bạn dọc cũng không cắn biết cả độ bến xoắn là gÙ. Một lời giải chính xác 
vấp phải những khó khăn về toán học và do đổ người kì Xứ Của tạ, nÏư€ cát KL 
vư (hưởng làm, phải dùng đến phép tỉnh gắn đừng. Theo nhương phảp tả 
dúng dã xúc đụnh, ông tạ chía hình vuông để cho ra “các phản tứ” xi - 
nhau, nghĩa là rú nỶ hiuft 0uuăng nhỏ hơn, mỗi lình cả diện tích bảng LÌH” 
tlẩy giá tị gần đứng một tích phản kẽm. hằng cách tương Lí Tả. CHI§ chìa 
diện tích dd cha thành các phần). Ta có thể chờ dợi một cách lựp lí là khu n 
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LỜI GIẢI CÁC BÀI TẬP 


CHUƯUONG I 
Số nguyên tố, tận cùng bảng l1. 


(n +1)}+ ứr +2)+...+n + tì =J $ [#1 + 1. Các số hạng ở vế trái của 
đẳng thức lập thành một cấp số công. 


Il+3+.. #3Ac 1e SE 
¡.Ø, 36, 100... là các số chính phương. 





A) 


.~. 


ˆ = HÍ ba ca i “ca 2 MỞ theo øú là lẻ hay chân. Quy luật thông nhất 


ựn _ bn 





cho cả hai trường hợp: số nguyên, gần nhất với 


Câu hỏi thứ nhất: có. Câu hỏi thứ hai: không, 33 không phải là số nguyên tổ. 
Mếu bạn có một ít kinh nghiệm đối với số nguyễn tế thì câu trả lời đối với 
bạn là: không [các thí dụ 1, 6, 9]. Thật vậy, |) có thể chứng mình được, còn 
23 là sai: hệ số Hiếp theo (của TM bắng — 3447 = — Tớ Các từ “phép 
tính hình thức" có một ý nghĩa rõ ràng; đặt: Sâm Ẳ£ l- =3 


LŨ 

ta xác định được øy = Ì về ứị, dạ, u;,... liên tiếp Lù đăng thức: 
01 ú„ + 11! „¿+ 2Í Hạ +... + Ú— T)J Hị + Ha = Ũ 

với n=s 1,2,3... 


Dưa trên những kết quả quan sất được, hoàn toàn có lí để nghĩ rắng 4„ 
dương và tăng cùng với ñ, Tuy nhiên, giá thuyết này hoàn toàn sai lãm. 
Nhờ những công cụ phúc tạp hơn (phép tỉnh tích phản, lí thuyết hàm số giải 


tích hiến số phức) ta có thể chứng mình rằng với n lớn thì ả„ xấp xi bằng 


W:Ì - xẻ 
(=1 ”.@œ=110nøm)”. 


LỤ. Trong trường hợp 2n = 6Ú, .~ có thể làm 9 hay 7 phép thử (pø = 3, 5. 2. !1; 


13. IT, 19, 23, 29 hay øÔ= 41, 37, 41, 43, 47, 53, 59) tuỷ theo chúng ta 
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dùng cách thứ nhất hay cách thứ hai, Với ø lớn, sự khúc nhau giữa số lần 
thứ sẽ tâng và việc dùng cách thứ hãi sẽ nhanh hơn. 


9, 11, 12, 13, 14: không có lời giải 


CHƯƠNG H 


{. Tôi nghirắng C hay D là "khái quất hoá đúng”, còn B thì "bản chếch dích”. 
Bạn có thể thích C hay D hơn: sự lựa chọn phù thuộc vào hoàn cảnh chung 
của bạn. Nhưng cả C và D đều gợi ý là bát đấu từ các phương trình bác nhất 
và chung quy lại là đưa đến kế hoạch sau: từ hai phương trình đấu (bậc 
nhất), biểu thì hai ẩn theo ấn thứ ba, rồi thể các biểu thức có được đó vào 
phương trình cuối cùng, sẽ được mốt phương trình bắc hai đối với ăn thứ bá 
(rong trường hợn Á ở đây thì có phải hào g1ờ cũng có thể hiểu thị hai ẩn 
MỊYý ý theo án thứ ba vừ hái nhương trình đầu], Có hai nghiệm: 

t,#:czJ>= {| 2k 029/13: 2/11, 21 


2. Nêu quay hình chúp 180” quanh trục của nó, thì hình chóp lại trùng với 
chính nó. Hinh tổng quát đúng của hình chóp đó là hình có trục đối xứng 
dạng ấy và lời giải đơn giản nhất là mặt phẳng. đi qua trục đối xứng và 
điểm đã cha. (Có võ số lời giải khác, Do tính liên tục, ta có thể dựng m1ñÃI 
phẳng cải ấy qua mọi đường thẳng, chứa điểm đã cho). Chú ÿ rắng với hình 
chóp đêu có đáy là ngũ giác thì không có lời giải. 

+}. Á là trường hợp riêng của H. nếu trong B chúng ta thừa nhân rắng P có thể 
trùng với CH nhưng hai bài toán đó là tương đương: các mất phẳng phải 
dựng trong A và trọng B là song song với nhau và như vậy từ lời piải của 
một trong hai bài toán đã có thể suy ra lời Biải của bài toán kia, 


Bài toần tổng quát hơn B dễ hiểu hơn, nếu P z O; hãy chọn trên hai ng 
thẳng kia các điểm Q và R sao cho OP = OỌ =ÖH. Mặt phẳng qua P, G R 
thoa mãn điệu kiên của hài toán. Vì vậy, nếu cho bài toán A thì tốt hơn là 
nến chuyến sang bài toán tổng quát hơn B. 


đương: B dược đưa về Ä nếu đặt + = tụ *Ê 
Bài toán tổng quất B dễ hiểu hơn: hãy lấy vị phân hai lắn tích phân đơn giản 
[(ø+ x”) lửx 
10 
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Ấy, 


13. 
14. 


1 ồ. 


1?. 


Tà 


theo thun số p, VÌ vậy, nếu cho bài toán À thì tốt hơn là nén chuyển sang 
bài toàn tông quát B. 

Chủ ý rảng trong thí dụ 3 chúng ta đã gặp tình huống tương tư. 

Trường hựp riêng cá biệt, Khi mội trang hai đưỡng tron suy biến thành 
điểm. là để hiểu hơn, và chúng ta có thể đưa trường hợp tổng quất về 
trường hơn này. Thật vậy, tiếp tuyến chung ngoài của hai đường trồn vẫn 
sonh sonp với chính nó, khi cả hai bấn kính giảm đi với một lượng như 
nhau. còn tiếp tuyến chung trone vẫn sone song với chính nó khi mội trong 
hai bán kính tầng lên, côn bán kính kia thì giảm xuống với cùng mỗi lương. 
Trong cá hai trường hợp. chúng ta có thể thu một đường tròn lại thành 
điểm, trong lúc đó phương của tiếp tuyến chung vẫn không thay đối. 
Trưởng hợp riêng “then chốt” là trường hợp mà một cạnh của góc có định trên 
đường tròn đi qua Hữm của đường trôn. Bàng cách công hay trừ hai góc như vậy, 
chúng ti có thể tạo nên mội góc tuy ý có đính trên đường tròn (đó là ý cơ bản 
của chứng rninh cổ điển: EucHde HI, 20). Một thí dụ khác thường của trường 
hợp riêng "then chối”, xem “Œidt một hài toán nhí thể nào”). 

Nếu hai đường thẳng trong mật phẳng bị ba đường thẳng song song cất thì 
các đoạn tháng tương ứng tỉ lệ với nhau. Điều đó giúp ta chứng mình một 
định lí tương tư khó hơn trong hình học không gian: xem Euclide X1, 17, 
Các đường chéo của hình bình hành cát nhau ở trung điểm của mỗi đường. 
Tổng hai cạnh của một tam giác lớn hơn cạnh thứ ba. Định lí đơn giản hơn 
trong hai định lí tương tự (Euclide I, 20) được dùng để chứng mính định lí 
khớ hơn (Euclide X1, 2Ó). 

Hinh hộp, hình hợp chữ nhật, hình lập phương, mắt phân giác của góc nhị 
diễn (tức là mặt phẳng chia đôi póc nhị diễn). Mãi phân giác của sảu pc 
nhị diện của hình tứ điện cất nhau tại môi điểm, đó là tắm của hình cầu, nội 
tiếp trone Hình tứ điện. 

Hình lang trụ, lãng trụ đứng, hình cầu. Thể tích của hình cầu bảng thể tích 
của hình chóp mà đáy có diện tích bảng diện tích của mất câu, còn đường 
cao thì bằng đường kính của hình cấu. 

Ta gọi hình chóp cân là một hình chúp mà tất cả các cạnh, xuất phát từ một 
dỉnh của nó, là bằng nhau. Tất cả các mặt bên của một hình chúp cân là các 
tam giác cân. Đáy của hình chóp cân nội tiếp được hình tròn, còn đường 
cao của hình chón cần thì đi qua tâm của hình tròn ấy. Xem thí dụ 9.26. 


Có. Thay + bắng -v thì cũng không làm thay đổi +“ hay tích mà theo E. là 
biểu thức (sinx}ýt. 
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23, Dự đoán: từ E suy ra 


[ *F :l-s v ;lh- x — z sin+ ~ sing 
4z? gư l6rn |,” xÍt+z) xa 


và như vậy, theo định nghĩa của đạo hàm, với x —+ T. 


là Dglic J pm: mang: 
|:~¿~ bờ | =:=——~ lu COSZ = — 
4n). ĐC. lễ #.¿ s2 
xác nhân: 


đ‹ ‡ |:- ị sÍ!-ïr) L2 2334 -lWn+U lnrị | 
| 18} 32 43 54 —— nưửi D.N 2 


24, 1/6. Như thí dụ 33 hay lâ trường hợp riêng của thí du 25 với & = 2, 
45. Dự đoán: nếu ¿ là số nguyên đương, thì: 


tk ‡ Ýần CHIẾN: -ý dã 0 
ñÍ _= R : S 5 &: hư s< Ẵ —— XIN, | 














HS D2 NGELEX | 3 *#Ở*# xÍX +} 
: k~i 
snx  â ; #1) 
————“—Í<=C0SÃ7Z]=———— 
kưữ—yv 3 Z2 


}E~] . 
(HU—kjn + #}) (n— kMn + È] 
lÌm te) ÏÌ 12-9), 








Mi H.H nha m 
Sc CÚ 1 Bí: =Đ'(N ~#MUN + kMAkI2É) — 
(NUkỷ 
_ (1Ú) (V-kH(N + Ấ) _ (HD P” b N1 t +2}..(N +) Ï 1H] 
. MM 3 M(N-J.(N-k+l) : 


khi W đến tới z:, 


th ĐÊP cac : "` 5 k : 
26. ˆ... điện tích hình tròn đường kính bằng 1. Từ E với x = ~ ta được: 


` 


2-Í -;lÍ mi l =J'-alÍ mm 
g..\ 8, lỗ 36 @4/j\‹  - HỘI)? 


0, 6i ði/ cƠ: Đ/]]3 


KT TH NOGTEEETRETDITHDDDDNEELIL-OP" ĐT in 
Thhnh.. 


22 44 66 88 10107” 
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Euler đã biết rất rõ công thức này của Vallis (1616 - 1703), công thức Vallis 


có một cách viết khác: 
Ệ — - ;: ' 
F(4 ñï—># 246...vn 


2.x = œ trong thí dụ 21 và định nghĩa của tích vó hạn 


18, Cú. Từ thí du 27, ta có: 

sinrŒ +) _ z+n+l(z+n).(Œ † ÐĐzz -l.(—n) 

# "xo 7 =Ø uy (69 
39. Từ các thí dụ 27 và 26, ta được: 
CũSTE = sInr(—z+ 3 = 
Ban: - bác | (-ä =_ {+ tạr] 
= lim ———~r— ` 
(1 0m (—101)' 

(1‡3zM3+2z}..(2n—1+3: 


=lữm -“ (2n—1-2z).. (3— 2z] 1— ^} Tan m 
(2m—I)..3.1:1:3:.2n—) (2n=~11...3.1.1.3...(2n -]) 
ri I— n-HŸ " 


_x+n+l1/2 
146.5 j 





xlIm 


ị -2 -3 NỶ cấm 
Ệ kệ se i< nh Ti, 
_ bi 25 
30. Có, Từ E và từ thí du 29 ta được: 
„3? -3 Kp. .. - Ÿ 
(-8JL-s-5l-S]'~5)-- 
Ù 9 25. 











2ã béo F, 
z guẾn bể can 
jW.  Ô. Ñ sân 16 36 
x* | cai z z“ Ssin 
-(¡-#Ì:-#Ïli-Š]sÌ:-#)- LÊ 20WGSSNS S2 S0. - 
1 ¿\ 4( Ụ ló , 
31. Dư đoán: với .v = x. thí dụ 2Ø cho cosz = —Ì. Xác nhân: tích của ø thừa sẽ 
-k 13537 5Ð (2n-3Xôn+tl)  Zn+rl 
——..——. —— m———=-————~Ì 
NNg xửy LI 3A 5577. (n-l\(n=lU ° 23 n~-†1 
33 
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33. Dư đoán: thí dụ 39 cho cos2m = Ì. Xác nhân: như với thí du 31 hoặc như 
với thí đu 31 và thí du 35. 


33. Dư đoán: với v=ứm [nh = |, 2,3,...) thí du 29 cho: 


Í. 4 4 | 
ị 1- H2 S`Y,s4 Ẻ ,# tò #n.= (-l 1. 


xúc nhận: từ cosŨ = Ì và thí dụ 3Š ta là trực tiến như với thí du 3Ì. 
44. Có. Như với thí dụ 33. 





345. Có. Dùng kết quả hay phương pháp của thí dụ 28. 


#1. đỆ nen J/4Ý 


để - l 
3. J -siu = Ì — €os| ^ — | 
R: \ Wn#/4 





Đãt v= mz, lo thí dụ 35: 


sm2|=2z)/3  „ n+([-2z)4 T+Ù]-2z)iád 
15:86, 00NNEicE:i.so11 bil đu còi TôhitÂ ii hosozakiLTDNDadh.Di.bilábccicx LÀ NIÊN 
sạn /ả „+1/3 I+l/4 


„4221/49 -l+4—32 z}Ò/3 =n+[i-2 zj/d 


c0 t1 1112111, 511, 3x ,2 2004.0222555: k nnynginunmnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn.  tauymnnmnsssev===sz==z.ni. ..., thùhght 71210206 D2ux3 CÄÖa luueuebilig 


l1 -— ` -i11¿lÿỹA- 2 B NG ch 











. s*tldi- 3? 3<=2z Ì ~2zg 2>: : đủ ~1l:3:3# 
SH THỊ: ƒ nn ch nnä * 5P dối _Ủn-l†éz : 
Äđn+Ì] Ẵ Ì 1 Ẩ}E—— 
đi. Tự SẺ Đại 3z ý Tứ 3 
-(-#l-#I-#) e2} 
ý) TU SẠC, 7S) SNIj: đnei 


3/. LoparH hoá và lấy ví phân tron# thí dụ 2] và 27- Ý ighia chính xác của về 
phán là: im| _ - Ỳ lê R n EÉ * 














`. 
Ninh AT *xtz#7 3  xe#ữ #x—n#.; 
38. L1 thí dụ 37: 
ị ĐO. £ | Ä Nz lở ¬ % 
&öXLxY = Ưng + : = là # >7 nở ket P 
1 re] 31+ Hư x-** tt .Ñ „e1 - HIÊ n#ˆ 
keo + _ "3 Y » +: £ xš- x ‡ 
CHẾ. RE. SE) XOÔNH W1 
* nu} H4 như?" nềg! ] 


Ỉ 
Đặt y=coUr= —+x+a.x) 


+d.# +. 
„K - 
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Như vây, biểu thị hệ số của vÍ 1a có: 








| Ị | ïÌ _AP cử 
dau = 1iế co đe ket .Ợ +...=~— 
“.. 8. #8 Ñ 2 
với 0 = 1, 2, 3,... Để tìm các hệ số ứ, ở, áa..., ta dùng phương trình vì phân: 
+ =~|, 


Thay y và y' bằng khai triển của chúng và so sánh các hệ số của các luỹ 
thừa cùng bậc của x, ta được hệ thức giữa các hệ số ơy, 2;, z:... mà ta có thể 
nhìn bao lð:4061-0 một cách thuận tiện nhất trong bảng sau: 





Xét thí dụ 5.I. Như vậy, ta được hệ thức 








3: =— Ì; 5„z +” =0, Ta + 2ãida = Ö... 
và từ đó có liên HIẾP: 
. _ an R = „” „t „rủ 
TIẾP 13 6 `90`945 9450” 


vớiin=Z1.,2.3,4.... 


39. Phương pháp trong các thí dụ 37 và 38 được ấp dụng vào kết quả của thí dụ 36 
Bây giữ. ta đâầt: 


lJ 7 Ä 
v= co(Š - ]=ø + bạt + bạt” + Uy. +. 


Thế thị: 
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Hãy giờ y thoả mãn nhương trình vị phân: dy =si+ 4. 


Và ta có bảng sau (chú ý răng ?; = Ì} 


Ị + # v ro 
| 
L 2b, hy 7h, 30x 
y bạ” 2bab+ 2bạb, 
by 


2y cia địa B00 Sh« l0h; 


Từ đó ta có trước tiên các hệ thức 2b; = 2, 4b; = 2b+, BDy 


đến các giá trị: 

“ 4835961536960" 
với n= 1,2, 3,4.5, 6,... 

40. Một cách tống quất: 








¬ ị Ị : 
Su|1c sy ]>I+*z + tay 2 SE vu Đ= v. 
5# | +4R ..u F bàu giản Vu án 





= 4hì + bý rồi 


- có + 


_ 


Có thể đùng điều này để kiểm tra các phép tính toán trong các thí dụ 38, 30' 


E1 1. Liên 


".. 


I3 
64 Ñ§ 90lá 96” 94564 S60 


Ị 
ÄI1. jn TH, SỂ củ L FŠ aresin ÄWYẾTY sẽ la-z+” } LÊ c sa. 
Ũ 3 
tủ Ẻ 2 | Cộ : 
Ít HA cu cv 2 L2 35L2 
: 2. 1o 324535 23486873 
| [Ð 1 
=l#—~+ —+.... 


3° . Sĩ Sở 


Bảy giờ nhìn tích phân ban đầu (=U2)2/21 và dùng thí dụ 40. 


TH 


XS 
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45, 


33. 


li ¿x = 
. Nếu „LJ = Ô thì ta có: h + =| = h = = : 


' 
¬ % >-. W7... 3 2 Ị kế, ¡z3 
Íu —x**} '  (aresin x)" đv = Ja-+) táy drv LẾP vi Ju-x? x`äv 
ù ụ ù 
tờ 2L13 7Ý 27393 i2 3z b 
= XS, In, he SP HC tàu ếy cÍsd® CN XU} LƑHJG SPYN, XO†AY Fan 


-+—.—-—.~.—.—.> 
3jở 37747 3343295 z 


= .ủ+ _ Rin h.nn 
Lưng 4 2? 3” đề ... . 


Bây giờ tính tích phản ban đấu (= (a2) /3). Sự phân tích (arcsinx}”, mà 
chúng ta đã dùng, sẽ nêu rủ ở thí dụ Š.I. 





”.v kLø ,mÌ Ă 
¡J Ÿ5 = [Ệ Ta =-]r 'hũ-nai 
nì RÓ gm-l ũ 


lấy tích phân từng phần, rồi dựa vào biến tích phân mởi + < ] ~t. 


hì x= : làm cho số lớn trong hai giá trị r và | — x nhỏ bao nhiều cũng được. 


LX 


BH; H, 


trừ 3xĂJ:n -?xii!n k 
: k Hể ~—~ẽ `... 
hị 


ị at!" FT ngu lâu rí 


trong đó, ta lấy =0, 1, 2,.... ® — Ìý nếu ¡ở lẻ. 


- Nếu n lẻ thì ta có thể lấy trong biểu thức của nghiệm (xem thí dụ 44: 


ke0,+1,‡3.v#£0š~ D5 








[#~11/2ƒ ‡ 

PB) X 
Đo đó: ——= [| |1- pH 
Ầ k-1 C0 E J  ng 

r” tan 





Chú ý rằng với È không thay đổi thì: lim n.tun(kzx ( H) = k#. 


Để chuyển từ kết quả đạt được ở đây sang cách chứng minh. phù hợp với 
quan điểm của những tiêu chuẩn hiện dai, chỉ cần một bước lương đối nhớ. 
Cách của Cauchy, khác chút ít với cách xây dựng suy luân của Euler, hình 
như đã dược dùng làm mỗ hình cho Abel khi phát minh ra, nhờ Lương 1H, 
cách biểu điển các hàm số cliptic đưới đạng tích vô han. 
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4ó. 


Một tổng hữu hạn các số hạng không phụ thuốc vào thứ tự của các số hang. 
Néu mở rộng không phê phản kết luận đó cho một tổng vô hạn các số hạng, 
tức là thừa nhân rằng tông của một chuối vô hạn không thay đổi khi thay đổi 
thứ tự của các số hang, là sai lắm. Điều khăng định mã ta thừa nhận đó là 
sai; tí du của chúng ta đã chứng mình như vậy, Để tránh loại sai lầm này, 
cắn phải trở lại với đỉnh nghĩa của các từ mà chúng ta dùng, và chỉ tin vào 
tthững chứng mình chặt chẽ, dựa trên các định nghĩa ấy. Chẳng han, tổng của 
một chuối võ hạn, theo định nphia, là giới hạn của một đây nào đó (dãy các 
"tổng riêng”) và việc hoán vị một tấp hơn vô han các số hạng. như chúng ta 
đã làm, đã thay đổi căn bản đây số xác định, (Irong một điều kiên han chế 
nao đó HH việc hoán vị các số hạng của một chuối vô han không làm thay 
đói tổng của nó: tuy nhiên, ở dây điều kiện: đồ không được thoả mãn]. 


5.7, 9, I1, 1B, 19, 20, 21. Không có lời giải. 


“143 


CHƯƠNG HI 


Có. Mf =3n, Ð =n+ 1,Cx”3n, 
I Có, M = mứt + lì, ÐĐ=pm+2,C = rữm+ 1) + pm; 
¿)0»=1,m=4. 


tì Hãy tạm thời bỏ hình tứ điện ra ngoài, sáu hình đa điện còn lại lận thành 
ba cập. Hai hình đa diện cùng ứ trong một cập, thí du như hình lập phương 
vũ hình bất điện, có liên hệ với nhau sao cho số C của chúng băng nhau, 
còn số M của đa điện này thì bằng số Ð của hình đa điện kỉ, Hình tứ điện 
đứng néng một mình, nhưng nó cung có mỗi quan hệ đặc trưng như trên 
với bản tHân nó. 

2) Hãy lấy một hình lâp phương; lấy hai mặt kẻ của nó và nổi tâm của hai 
mát đồ bảng môi đường thẳng, Như vậy, lá có 12 đường thẳng, lập thành 
các cạnh của một hình hái diên đếu, Hình bái điện này nội tiến hình lập 
phương, sáu đính của nó nằm ở tâm của sấu mặt của hình lập phương. 
Ngược lại, tâm của lắm mãi của hình bát điện đều lại là tám đỉnh của một 
hình láp phương nội tiếp hình bát điện, Ta cũng có mỗi quan hệ tương tự 
như vậy øiữa các hình đa diện thuốc cũng môi CẬP trong các trường hợp 
khác (với hình 12 mái và 20 mắt, hãy dùng mỏ hình bằng bìa cứng). Hinh 
tứ diện có mối quan hệ đác trưng đó với chính nó: lâm của hốn miãt của nó 
là dinh của một hình tử diện nội tiếp. | 

3) Khi chuyến từ một hình đa diện HOTE một cập tuý ý sang hình đa diễn 
kia thì công thúc Euler không thay đối. 
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ù, 


C đường biên giới đó chia mặt cấu ra M nước; có Ð điểm thuộc về đường 
biến giới của hai nước trở lên. Hãy chọn trong mỗi nước một điểm, "thủ 
đô” của nước đó. Nối thủ đỗ của hai nước láng giếng bảng môi “con đường 
đi” sao ch mỗi dường chỉ cát một đường biến giới và các đường khác nhau 
thi không cất nhau; hãy tô các đường ấy bảng màu xanh. Có đúng C đường 
xanh (con đường đi), chia mái cấu ra M' nước với Ð' điểm thuộc về biến 
giới của ït nhất là ha nước. Hãy chứng tỏ rắng Ð' =M và M = Ð. Giữa các 
phản chia nhỏ màu đỏ và màu xanh của mật cầu có mối quan hệ tương hẻ, 
và khi chuyển từ cách này sang cách kia, công thức Euler không thay đổi. 
Công thức Euler văn dúng sau khi “xây thêm Tnải nhà” ($4) nếu và chị nếu 
né đún# trước khi xây thêm mái nhà. Nhưng sau khi xây thêm mái nhà ở tất 
cả các mặt không phải tam piác của hình đa diện đã cho thì ta có một hình 
đa diện mà các mát đéu là tam giác. 

Tương tự thí du 5: "Việc cất cụt” dưa vào những định có ba cạnh, cũng như 
việc "xây thêm mái nhà" đưa vào những mặt tam giác. Tá cũng có thể đưa 
trường hợp này về thí dụ 5, bằng cách dùng thí dụ 4. 

N:=Đ,N¿<=C€,N¿ =M - l1. Các chỉ số 0. 1, 2 chỉ thứ nguyên tương 
ứng, xem §/. 


)Ns—N + N¿ =1: 
1) Đại Ð + m # cị, lí = cạ, Thế thị: 
Nạ “SỨ t£ NmH+ 1# T+ejt 2e 
Nị =( + lìm + ứn + Di =c¡ +2: 
Na = Ïm = Gà. 
2) Có Nụ N¡ +; = 1ý dù rắng sự phân chia đơn giản đó của hình chủ 
nhật không thể có được đúng như trong thí dụ 7. 


N-.180” =(Nụ- 11360” + 180”. Cố tiến gần hơn đến mục đích của ta, tức là 
đến đảng thứ (2) trong lời giải của thí dụ 7, ta biến đổi liên tiếp đăng thức 
đo như sau: 


3Ng—N;-3=0 

2NaT- 3N; +2N¿- 3= 2. 
Tính số cạnh bảng hai cách khác nhau, ta được: 

3N;<2N-3 


| 
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Hai đẳng thức cuối cho tá: 
Ng—N¡+N;= 1 
và điển này chứng mình công thúc Euler, phù hợp với thí dụ 7.2. 
10. 1) Giả sử Í + m + n = c¡, ứm + Ìn + mới = tạ và lmn = Ca, 

Thế thì: 
Ng=(E+ 1m + 1Xn+ 1)= Ì +cc#+ca+d: 
Nị=?(mn + lì 1) + mí + TÐ(n + T) + n(Ï + T)(m + T1} =— cụ t'ca +ea 
Na = [+ 1) mn + (m + Tin + (+ L)Ùm = cà +ẳug, 


Nạy = bmn =ẲC¡. 
2) Có, Nụ — Nị # N¿ —N¿ = |. 

HH1, Ta có trường hợp ứ = 3 ở §16. Xét trường hợp đó, 1a không dùng một sự 
đơn giản hoá nào, đặc trưng cho trường hợp riêng n = 3. Do đó, trường hợp 
nếng đó có thể “tiêu biếu" cho trường hợp tổng quát (theo nghĩa trong thí 
dụ 2.10), điều mà ta đã ấm chỉ trong §17. Ban đọc nên lấp lại suy luận ở 
Š1ó6, thay 3 bảng n0, 4 bằng n + 1, 7 bằng L„ và 11 bảng L......, chú ý thận 
trong miột chút, Xem cả thí dụ 12. 

12, Hãy theo cách chỉ dẫn ở §| 7 và tương tự với thí dụ 11. Giả sử đã cho ø mặt 
pháng, ở vị trí tổng quát, chia không gian ra S„ phần. Hãy thêm mỗi mặt 
phẩng nữa; mát phẳng này cất ú mặt phẳng cho trước theo ø đường thẳng, ở 
đường thăng này ở vị trí tổng quát, xác định trên mặt phẳng đó L„ miền. 
Mối một miền mật phẳng này có tác dụng như immột "cơ hoành": nó chia mối 
một phần không gian trước (một trong số S„ phần) ra làm hai phấn mới, 
huy bỏ một phần cũ và tạo ra hai phần mới và như vậy, rốt cuộc là làm tăNE 
thêm một phần nữa vào số phần 5, trước. Từ đó, ta có được hệ thức cấn 
chứnse mình, 

13. Xeimn cột thứ ba của bảng ở §14, 

14. Côt thứ hai của bảng ở §Ì4 phù hơn với công thức: 


_ _... h-À 
$. =2 n{m — l) „#ữ-Uứ2) _ [mì . h . 
| 1.2 123 0} | 


+ [: š 
v3 L0) 





Ta dùng kí hiệu thông thường về hệ số của nhị thức. 
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15. Hữu han 3, vê hạn E. 
16. Giả sử 7ÿ là phần vô hạn trong số Lạ phấn xác định trong thí dụ 11. Theo 
quan sắt thì với: 
N=].a Si L =2,4,6 
dự đoản: /; = 2n. 
Chứng minh: Lấy một điểm trong một phần hữu hạn và tưởng tượng có một 
đường tròn tâm tại điểm đó và có bắn kính tầng lên khöng ngừng. Khi 
đường tròn này trở nén rất lớn thì L„ - Lÿ phấn hữu hạn thực tế là trùng 
với tâm của nó, Hơn nữa, ® đường thẳng khác nhau, đi qua tâm của đường 
tròn, cắt đường trên tại 2n điểm và chia nó ra 27 phần. Vì váy, đúng là: 
` =2n: 
n{n —Ì) 


L6 =l=n#^—=—- 
' ¬ 





# 


Chẳng hạn, trong trường hợp thí dụ 15 thì đáp số là: 
I—4+6=3. 
17. Cũng như với thí dụ 18, tương tự với lời giải ử thí dụ 16. 
18. Cùng như với thí du 19. 
19, Xem thí dụ 29. 
20. Xét nô đường tròn trong mật phẳng, cất nhau từng đôi mỘt, ở vị trí tổng 
quát, Lưu ý đến các thí dụ 17, 18 và 19. ta gọi 5` là số phần mà các đường 


tròn đó chia mặt pháng ra. Tương tự với $16 chú ý rằng n đường tròn ma 
cảt một đường tròn nào đó (giả sử ở vị trí tổng quát) thì chia đường tròn 


này ra 2n phần. Dùng cá ba cách hiểu ấ., ta tìm thấy: 
n= Ì 2 E 4 
2Hs®œ2 ‡ 6 bộ 


s13 4 8 19 
Dự đoán Ấ”, = % + 2. Chứng mính như các thí dụ 11, 12. 
Chẳng hạn: $%Ã= 5% + = l‡+ 8= 22. 
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31. 


J4 


Đó là lời giải của các thí dụ |7, I8 và 19. Tiếp tục dự đoán: 











: (n"ì...Fa . H\.ÍH} ÍH8`.ínì 
=2 'hạa|?], $5 =~[nJ* J-|? KT Ỉ 
LŨ; \ &z ẤT) d ⁄ Ý ~—~. Kc h) 


Xem các thí dụ 22 - 30. 


- Không chuẩn tắc: M=I,ÐĐ=C=<=0; +0z01+2 


Không chuẩn tắc: M= 2,Ð=Ũ,C=1: 2+0x1+2 


lÍ 


Không chuẩn tắc: M=3,Ð=0,C=<3; 314+0z3+2 


› Chuẩn tắc: Me=3.D=2,Cz=3, 3+2=3+2. 
- Không chuẩn tắc: M=pn+1,ÐỦ=0,=ø,(m+l)+0 PÐ+ 3. Xem các thi 


dụ 22, 23, 24 tương ứng với các trường hợp ø = Ú, 1,2, Chú Ÿÿ tắng Irong 
trường hựợn này lời giải của thí dụ 2 - |) không áp dụng được. 


Trường hợp m = 3, ø = U là chuẩn tắc, xem thí du 25 và trường hơn m # 35: 
M =m, Đ=2,C =7, tí + 2 = n + 2 cũng chuẩn tắc, nhưng tổng quát hơn. 
Trường hợp m = Ú, ø = Ö không chuẩn tắc, xem thí dụ 232, Hai trường hựp 
còn lại có thể thể liện sao cho chúng là chuẩn tác. 


lí 
— 


lìm = l,p= Ù: một nước với bức vách ở trong, có hai đầu mút: M 
12Q=2.C=l;Ì+23=]l +2. 

+) m =2,p =U: hai nước, được phân chia bằng hai cung và hai góc, M = 3, 
D=2,U=2:13+ 23-2 +2: Cách mình hòa hiển phiên hơn, cho trong thí 
dụ 23, dưa đến cảu trả lời: "không chuẩn tắc", Với cách mình hoa ở đây, lời 
giải của thí dụ 2 - 1) vẫn áp dung được chủ trường hợp m > Ó, p = Ô. 


‹ ml # 3,p * 1. Trong chứng mình, sử dụng sự kiên là trong mội hình đa điện 


lối, mỏi mặt có ít nhất ba cạnh và tại mỗi đỉnh có ít nhất ha cạnh cất nhau. 


. Các thí dụ 22 - 28 gợi ÿ hai điểu kiên: 


L} Một nước, được tính trong MT như 1à mặt của hình đa tiện lối, phải thuộc 
'luại tròn”; toàn mặt cầu cũng như vành cầu đều không thuộc loại này. 

+) Một đường, được tính trong C như cạnh của bình đa điện lói, phải tán 
cùng ở các góc: luàn bộ đường tròn không tân cùng như vậy (nó không tần 
cùng ở đầu cả), Thí dụ 22 không thoả mãn !), thí dụ 33 không thoả mãn 2). 
thí dụ 34 không thoá mãn cả l} lẫn 2}, thi dụ 25 hay là trường hơn tổng 
quất hơn zr > Ô, p = Ú, được mịnh hoa như trong lời giải thí dụ 27, thoả mãn 
cả l1} Hìn 2). 
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30. 1) Hãy lẫy trường hợp (3, 2) của thí dụ 2-l), thí du 25, lây trên mỗi kinh tuyến 


37 


mội cung giữa hai vĩ tuyến: MI = 7, Ð =8,C = 12; 7+ z 12 +2; trong trường 
HỢP này, trong số các nước có một vùng cầu và do đó màu thuẫn với điều kiện 
1), những không mâu thuẫn với điều kiện 2) của thí dụ 29, 

3) Trường hợp M = 1.Ð = l,C = Ö [mốt nước, chứa toàn hỗ mát cầu, trừ 
điểm toán học ở Bắc cực); trường hợp này chuẩn tắc. ! + 1 =0 +3. nhưng 
mầu thuẫn với l1 hay 2} của thí dụ 39,.., 

Không có lời giải. 

32M¿+4M¿j+5Mc+...=3D:+4D:¡ +5D.+.. = 2C. 

Tương ứng là 4n, l2, §r, 36n, 2Ùm. 


- 2,0 =TTMH + 2nM,: + 32M: +. 


- Trên cơ sở các thí dụ 34, 32, 11: 3œ = n2{n= 2)M, = 2m(C - MỊ). 


“ 


s5: 
40. 


Đã giác cầu lối với nø canh có thể chia ra ø# - 2 tam giác cầu. Do đỏ: 
Â=0(+#oœs+..: + uy TÚI ~< 2)E= 2n ~( =6) ( R—0))—..—{f< gì= 

=n~ " .. đỉ 3 ... Ï.... đủ - + ii) nếp, 
Các mật của hình đa diện, đi qua cùng một định bao gốm một góc khối 
trong; Descartes gọi phần nhụ của nó là một gốc khối ngoài. Lấy đỉnh đó 
Làm tâm vạch một hình cầu bán kính 1, nhưng chỉ giữ phần quạt cầu ở trong 
góc khối ngoài. Các hình quạt cầu có được như vậy tại các đỉnh khác nhau 
của hình đa diễn, tạo thành một hình cầu đấy, nếu chúng di chuyển đồng 
thời, miông như trong hình phẳng tương tư (hình 3.7) các hình quạt tròn, 
nếu đi chuyển đồng thời, tạo thành hình trỏn. Chúng ta lấy diện tích của 
hình đa giác cầu tương ứng làm số do của góc khối; số do chung của tất cả 
các khúc khối ngoài của hình đa diện đúng bằng 4ã, 
Giá sử P\, P¿,.... Pụ là chu vị của các đa giác cầu, tương ứng với B gúc khỏi 
trong của hình đa diện. Thể thì do các thí dụ 36, 37, ta có: 
2= P\q+P¿+...+ Pu=2mxn< A +2nâ—Á2 +.¿+2m— An = 22B - 4n. 
Trên cơ sở các thí dụ 35 và 38: 3n(C — M) = *X = 2m(Ð ~ 2). 
Trến cơ sở các thí dụ 31 và 32: 

3M=3M:+3M¿ + 3M¿+..£3M¡+ 4M, + 5M¿+...=2C 

và có hất đẳng thức đầu tiên trong sầu bất đẳng thức nêu ra. Ta có dấu đẳng 
thức khi M =M:, tức là khi tất cả các màt đều là tam giác. Từ công thức 
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Euler và bất đẳng thức vừa chứng minh, ta khử trước hết C, rỗi M, ta có hai 
bất đảng thức sau cùng ở dòng đấu: chúng trở thành đăng thức khi và chì 
khi tất cả các mặt là tam giác, Thay đổi vai trò của M và Ð. như đã chỉ dần 
trong các thí dụ 3 và 4, ta có ba bất đẳng thức đề ra ở đồng hai; chúng trở 
thành đẳng thúc khi và chỉ chỉ mọi đỉnh của đa diện đếu là đính của góc 
tam diện. Mội số các bất đẳng thức vừa chứng mình đã có trong các bút Kí 
của D©scartes. 
đĨl. Từ định lí Euler ta được: 6M -ZC= l3 + 2(C - 3) 

từ đó, trên cơ sở các thí dụ 31, 32 và 4U: 

3M: + ¿Mạ + M: =lz¿+ đi: _ 3Ð) + Ma + Mụ xi 4M; " ^M¡¿ + NI. c 12. 


Như váy là các mặt của mọi hình đa diện lối phải có ít hơn sáu cạnh. 


CHƯƠƯỜNG IV 
1,  E.({25)= 1l2,xem§2;.[1l)= 3. 


23. R0) là các nút mạng trên mật phẳng và thuộc đường trồn bán kính vn, 
tâm là ốc tòa độ (Hãy chọn trường hợp n = 35, thí dụ Ì và vẽ phác dường 
tron này). 

R-(n) là số núi mang trong không gian và trên mãi cầu đường kinh dh, 
tãm là gốc toa độ. 

3. Nếu ø là số nguyên tổ lẻ thì Ra ) = 13 hoặc 4, tuỷ theo số ø khi chia cho 
4 còn dự ï hay 3. 

4. Sự so sánh các bảng sợi ý: nếu ø là số nguyên tố lẻ thì. hoặc cả 0 lẫn ”” 
được hiểu thị thành tổng của hai bình phương hoặc cả p lẫn p không biểu 
thị dược như vậy. Những điều quan sát của chúng ta xác nhần thêm một ít 
gtả thuyết chính xác hơn là: nếu ø là số nguyên tố lẻ thì RK›;(5) = § hoặc D, 
tuỳ theo số p khi chia cho 4 còn dư L hay 3. 

Š.. Nếu e= k4 # thì n =x + 2y + Ỷ = (XU ~ v + (2y). nghĩa là, nếu 
R+Œ) >0 thì R 2(P ) = Ó. Đây chỉ là một nửa của giá thuyết ít chính xác và 
chỉ là phần nho của giá thuyết chính xác hơn của chúng tá. (Nếu chúng tá 
biết rũng Rz(ˆ1) > 0 thì kết luận đối với R:() rõ ràng kém hiển nhiên hơn). 
Dù sao hình như đúng là sự xác nhận bộ phận như thể đã làm ta tín thêm 
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10. 


11, 


nhiều vào giả thuyết ít chính xác, ngoài ra nó làm lòng tin của ta táng thêm 
một ít vào giả thuyết chính xác hơn. 


R:(n) =0 với n= 7, L5, 23, 28 và không như vậy với những giá trị khác của 
; dưới 30, xem bảng lÍ trang 97, 


Đây là những đồng póp tương ứng vào S¿(n): Ì) 24, 2) 12, 3)6, 4) 4, 5) 1, 


Một là phải dựa vào những trường hợp đã nêu trong thí dụ 7. Nếu Sa(4m) lc 
thì tất yếu xuất hiện trường hợn 5), và như vậy: 


P. 


z : 1 3 
đư =u + +0 *+uw 


l.=d 

Hai là ước số „/d tương ứng với mọi ước sổ d của ø, và nếu w không bằng 
đÍˆ thì hai ước số này khác nhau, Do đó, các ước số của z lẻ hay chắn tuỳ 
theo số w có là một bình phương hay không; và điều đó cũng đúng với tổng 
của bai ước số này, bởi vì khi chính w lẻ thì mỗi ước số của œ cũng lẻ 
Trong §6 chúng ta đã nói đến giả thuyết S¿(4u) bảng tổng các ước số của w: 
bây giờ chúng ta đã chứng mình rằng hai số này có cùng một số dư khi cha 
cho 2. Sau khi chứng mình mội phần giả thuyết của chúng ta, tất nhiên 
chúng ta phải tin tưởng hơn vào giá thuyết ấy. 


1324 x 2° =8 x 48 6124 x2 ”=B.x 24 
2)12x2°=8x24 7)12x2=8x 12 
3)6x2”=§x 12 8)4x2ˆ=8x4 

44x2'=8x8 9)12x22=8x6 
5s)1x2Ì=g§x2 IU)6x22=§x3 


H4x2=BxI. 
Xem ở bảng II. Hãy thử ít ra là một vài số. Từ thí dụ 9, suy ra R;(n) chia 
hết cho 8. 
Ý định nhận xết tính quy luật, dù còn tản mạn (như đã làm trong $6) cô thể 
dưa chúng ta dến việc nhóm các trường hợp rõ nhất sau đây: 
1) ề 3 5 7 l 19 7 18 25 29 


3 ö hộ 2 14 1S 727 ?⁄4 4Ó 
4) 2 + 5 lồ 
3 3 3 3 
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13. 


13. 


t4 
txà 


3) 4 - 8 I2 l6 20 24 28 
3x 3 4 l 12 24 
ở 1), 3) và 3) dòng đầu cho #, dòng sau chủ R;(9)/8. 


„ Đa làm trong lời giải của thí dụ Ì†: 1) các số nguyên tổ, 3} các luỹ thừa 


cua 34, 3) các số chia hết cho 4. 
Tương tự với $6, và quan sát môi chút, chúng ta dể đăng m ra quy luật khi 
Không chia hết chủ 4. Do đó, chúng ta cần lưu ý đến trưởng hợp 3) trong 
lời giải thí dụ I†. 
n=c hộ l2 lệ 20 24  2§ 
nà ị 
Ra(nNVÑ= 3 3 l2: 3 bì 12 24 
Số ở dòng thứ ba, in đậm, bảng tổng tất cá các ước sở của số tương ứng ở 
dòng hai, do đó bảng tổng một vài ước số của số ở đồng đầu, số mà chúng 
ta thực sự quan tâm. Những kết qua quan sát này dẫn chúng ta đến một 
phép thư khác: 


=2 
vo 
+ 
LH” 
b 
—l 


Hn= 4 hệ Ị2 lö 
Ra n/(R= +3 I+2 l+23+3+6 I+7 

¡„= 320 24 38 
Ra(n/WB= lt2t5 #0 l+23x+3+ö 14+2+7+l14 


Những ước số nào được công lại? Những tước số não hỏ đi? 

R00), số các cách biểu thị ø dưới dạng tổng của 4 bình phương bằng 8 lần 
tông các ước số không chia hết cho 4 của n. (Nếu chính ø# không chia hết 
cho 4 rhị không có ước số nào của ø chia hết cho 4, và vì vậy, trong trường 
hợp thưởng gặp này, quy tắc đơn giản hơn). 


- tưởng ứng với các cột của bang H; 


3] sa*+®äá+ 1+1 #x 16 32 =3l+l 
)Ủ+9x+9+4 4x16 

12 ló+ 16 6x4 3=31+1 

33 25+4+4d I232x 4š5=335+lI+ä+l 
lũ+ lõ+ ] lx*E 
lũ+9+4+~4 I2x16 


hftps://tieulun.hopto.org 


lũ 5= l+1l1+lt+l+lz4+l 


^ 


Ñ `. 
R,(5)=| „|2ˆ`+R.7.2ˆ =70l6=1l6x126; 
: § 


40=235+9+lI+ l+ l+l+l+l, 
40=9~+9~+9+2Ø9+ 1+ 1+1+l1. 


HẠ Í 8) 
S(40)=8.7+1 | =126. 

17, Tính thí dụ 16: Tiên thực tế bảng LH được xây dựng nhờ nhương pháp mất íI 
công sức hơn so với phương pháp ở thí du 16; xem các thí dụ 6.7 và 6.23. 
1R. Trong giới hạn của bảng HH cả Ra) và Sz(Rn) tăng đơn điệu đổi với ø. khi 

đó Rj(nm) và 54[4(2n — 1)] đao động không đều. 


19, Sự tượng tư với Ra(›) và S;|4(2n — 1)] vạch rõ trên các ước số một tính quy 
luật rời Tạc, để dàng nhận thấy rằng: nếu ø lẻ thì Rg(z)/16 và 5a(šz) đúng 
hãng nhau, nếu + chẩn thì chúng khác nhau, tuy ràng trong nhiều trường 
hợp sự khác nhau khá nhỏ. 


20. Các số lẻ và chân trong thí dụ 19. Các luỹ thừa của 2: 


n ị z + R lồ 
Su(Bm) — 1 8 &4 RÃ W2 4096 
Dòng thứ hai bao góm các luỹ thửa của 2: 

H 1 : nn 526 3. 
Su) 2P + x ai g 


Quy luật của số mũ các luy thừa là gì? 
71, Nếu ø là luỹ thừa của 2, thí 5v(§m) = wỶ, Điều đó (và sự tăng đơn diệu của 
R¿(Rn), S¿(8n)) dưa đến việc thiết lập bảng sau: 






ũ 

—— 
5G TRỢ : 
— _ 
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Kể Tu Ổ XU MU vn MU, 
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13.1717" Ryữ2/16 bảng hiệu của tổng các lập phương của tất cả các ước số 


vò, 


lẻ của ø và tổng cúc lập phương của tất cả các ước số châu của 0. 

2) Su(Rm) bằng tổng các lập phương của những ước số nào của "0 mà nỗ có 
thừa số phụ Hà số lẻ (nếu ¿J là ước số của ø thì thừa số phụ của đ là số n/ad). 
Về lịch sử các định lí này và về các chỉ dẫn xem thí dụ 6.23. 


. Hãy lập bảng: 


ũ 3 6 ụ L2 
5 Ñ li 14 
lũ l3 


Qua bảng ta thấy các số 1, 2, 4, 7 là các số nguyên đương duy nhất không 
biểu diễn được dưới dạng đã cho. 


, Trường hợp z = 3, b = 5 trong thí dụ 24; ø và b là số nguyên tô cùng nhau. 


Sð nguyên cuối cùng không biểu điển được dưới dạng đã cho là ủb ~ad—h= 
(œ ~ 11 — 1} — 1. Điều đó dễ dàng hơn nhiều so với những quy luật liền 
quan đến tổng các bình phương. 

1) luôn luôn đúng, 2) không luôn luôn đúng, nhưng trường hợp ngoại lệ 
đầu tiên là n = 341. 


CHƯƠNG Y 





Eà hi 3 34 &:- 3 3Ò ^H .HIÌ 
ñ}3+tằ-A + —:sSx TRovT vu 3 
: 3 3 5 157 
h) Sau khi thấy rõ rằng y thoả mãn phương trình vi phản cho trước, hãy đấãt: 


+. 5 ản+Ì 
* = tt + để 1-Ÿ + ta + .:::t CluyÁ +... 


Để su sánh các hệ số của cùng một luỹ thừa, có thể dùng bảng: 









(2n+ | Kiz: v3 


-{2n~ ly. 





cho ta tân | và (3n + EM, = 2H12 -¡ với 1> Ì. 
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= 


3dệ 3ddg 3dsdụ 3q dụ 3dqgúu 


3M LÑY ) 30/2! 3ưi) Ädadi 
3d; 
2x) 21 24) 
6m Ôn uy 6đ, 6ứ‹ 


Hãt đầu với aụ = I, chúng ta có được liên tiếp ứị, đa, ứy, da và da = B. 

Từ sự sơ sánh các biểu thức khai triển ở §1. 

n) 62/15, b) +, Trong cả hai trường hợp ngoại biến sai số đếu đương, giá 
trị gân đúng lớn hơn giá trị thực. 

a) £ /15. b) 1/3. Trong cả hai trường hợp ngoại biến, giá trị gắn đúng lớn 
hơn giá trị thực. 

4m(u 2 + b° + cỦ}, Có một cơ sở nào đó để nphi ngờ rằng biểu thức gắn 
đúng này cho một giá trị vượt quá giá trị thực. 


Khi chuyển từ tích phân sang chuỗi, ban hãy sử dựng biểu thức khai triển 
nhì thức vả các công thức tích phân của thí dụ 2.42. 

















Í, Ix213 2n—1 £” | 
P=2m ]-— } ——... ——— |! 
| 1234 4n 2n~-—] 
“37 An=1 ¿” 
?'š2xa IT3>—- “482,5. 
11 đa đn~-l 
10. Han hãy sử dụng lời giải của thí dụ 9 và hãy đặt 
l3 ản-i & 
———.- =#„. Khi đó, g¡ > ø„ với n 2 2 và với ø >0. 
346 vàn Ẩạ #§.i“:; 


E—P= 2i 2 (Eif„ ~ sẽ )£Èz /(ðn ~ Ì) >0. 
M¿ 


L1. Số hạng đầu của sai số tương đối đối với P" bằng: 


-Iœ + 3(1 -œ)]1e /64 +... 
và, do đó, nó có bậc 4, nếu ơ # 3/2 và PˆzP+(P—P)/⁄2. 


VÁU đi 


t7THSLCL 
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113.Œ'“-EJE=3.2 ` +.. khi # nhỏ, 
=(n—M)/Ê=(,7ãAI, khiz= |, 
= 0.00018, khice= 3/5. 
Từ đó, giả thuyết P" >E. 


13. ø = linủ I+Ý | . Do đỏ: kết luận mà ta mong muốn tương đương với: 


dị ý. h, 
Bụ : ñ 
m„ac+dđ..¿1 
H1 súp ——————| 3l: 


Điều thừa nhân ngược lại là: 


n‹m +a 


Hà) 
lu+?)á, 
với n >MN,N đã được xác định trước, hay là: 


tỷ 


Đạp đy 
+} ñH len 


Ta xết cấc giá tri ï = ím — lìp: 
Cảm 1m-lP „..IỔI 
mò (m~—l}n r1 


Đ vn | Ff đề ng SỂ Hn Si đh 


V292 00 krrkÔ “xế 


(m=l)p (m-2p — (m-l)p 


Cũng như ở §5, ta kết luận răng đối với hãng số c thích hợp: 


HỆ l- ị | 
te KP -ết Sa đ,  n N, .—- | 
l T2. mạ 


14. Thí dụ a„=n” ở §4 gơi ý cho ta: 
Lẩn = | 


a„ “= 1 lrựi đối với n= 2.3, 4,... 
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l5. 


lũ 


1 


Với sự lựa chọn nãy: 


Ẳ L, Jị H1” 
F ¬ Ì 
R + nÌÌnnw + Ï +ín + Pˆ Tế ch và: 
: LH ản - | z 





với Kim Ú. 

Những định trị được xết là 900 tung độ của đường tăng châm y = lgt = 2 
Những định trị nầy tương ứng với v = 100, 101,.., 999: kí hiệu lẽ chỉ 
tgari thập phân. Bảng L chỉ rõ có bao nhiêu điểm trong số 900 điểm này 
trên đường cong nắm trong dải nắm ngàng có chiếu rộng 1/10, Tà xét 
những điểm mà tại đó, đường cong này đi vào và dị ra khỏi đái này, Nếu 1, 
là hoành độ của điểm như thể thi: 

lgxz— 2= 19, 


t„= 100.101 
với :? = Ú, 1, 2,... Số các số nguyên Irong một khoảng bất kì thì gắn bảng 
chiều dải của 'khoáhg: hiệu nhỏ hơn đơn vị, Vì thể, số các định trị được 
xét cú chữ số đầu tiên là ø thì gần bảng +„.¡ - +„,. với sai số nhỏ hơn Ì. 
Hãy giởữ: 
ts.<z, =100(10)9— bú?” 
là số hang thứ của cấp số nhân có công bội: 
10 '°= 1,25893. 
Ban hãy tiên đoán và hãy phải hiện ra hiện tượng tương tự trong bảng 
löpari thâp phần với sáu chữ số thập phân. 
Sự lập lại một cách tuần hoàn có thể (và phải được coi như là một loại đối 
xứng, nhưng nó có mắt trong tất cả các trường hợp, vì thể, ta sẽ không nhắc 
đến nó nữa. Trong sự phân loại của ta có những loại đối xứng sau dây: 
1) Tấm đối xứng. Kí hiệu: 7, f. 
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12, 


1ä. 


6U 


2) Trục đối xứng. Kí hiệu là nø nếu trục này năm ngang và kí hiệu là ở hay 
( nếu trục thẳng đứng. 
3) Đối xứng trượt. nếu dịch chuyển các “bảng” theo phương pháp năm 
ngang và đồng thời lấy đối xứng với đường thắng nằm ngang ở tâm, thì nó 
sẽ trùng với chính nó (trong các "băng" 5, 7ø, b), Kí hiểu là T. 
Trên hình 5.2 có biểu diễn các loại đối xứng sau (dấu phẩy (,) dùng để 
phân biệt hai phần tử đối xứng của cũng mội loại, chẳng hạn như r và £' hay 
dJ và ¿Íˆ khi vị trí của chúng ở trong hình căn bản khác). 

L} đ: không có đối xứng (trừ Hnh tuần hoàn), 

+1.E:te.E,kÊ:‹ 

3}. f:d,ddcd cóc 

đen 

1): 

3 :£:H: (Q1), bổ, E1. bỀ HY, bá. F1}... 

Tì b:T:d,t dt... 
Hình 5.2 biểu diễn tất cả các loại đối xứng có thể có được, ban có thể tin 
vào điều đó nhờ phép quy nạp: 
Biểu diễn ba loại đối xứng khác nhau: Ì cùng loại với 2; 3 cũng loại với 4. 
Hãy cố tim tất cả các loại. _ 
Hãy bỏ qua những chỉ tiết phụ thuộc vào đác điểm của từng kiểu chữ mm. 
L] trục đổi xứng. 2} trục đối xứng nằm ngang, 3) tâm đối xứng, 4) tất cả ba 
kiệu đối xứng trên gộp lại, 5) không cú đối xứng. Cũng vậy đối với năm 
đường cong biểu điển năm phương trình trong toa đô vuông góc. Có thể 
dùng một biến dạng nào đỏ của bài toán để làm cho bài học về hình học 
giải tích được sinh động. 


CHƯƠNG VỊ 


x{i — xì”. Trường hợp riêng của thi dụ 3 khi fx) = ([ - 4}, bạn sẽ tìm 
được nó bảng cách kết hợp các thí du 4 và 5. 


_= 


yvũj= 3 mg.x”. 


i0 


%œ 
Kia) = 2 ngu |1”, 
j-ủ 
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I0. 


t~x" ft) = XS (a, +ửi +...t+d„)x” trường hợp riêng của thí dụ 6. 
"ro 


O2) = 3 (ah, +aib + +g,R)X”. 


nà) 
D: = Ï‡ Dy =3: D‹ =3 DĐ; = 14. Đối với Lrường hợp D, bạn hãy trở lại hình 
6.1; có hai cách chia khắc nhau loại E, 6 loại H và 6 loại LH. 
Công thức truy toán được xác nhận đối với ở = 6: 

l4=1x5+l1>x2+2xL+5* I: 

Hãy chọn một cạnh nhất đình để làm đây của đa giác (trên hình 6.2 là cạnh 
nắm ngang) và bát đầu phân chia bằng cách vẽ những cạnh thứ hai và thứ 
ba của tam giác A, mà cạnh thứ nhất được cơi là đáy. Khi đã chọn A, bạn 
củn phải chia đa giác có # canh ở bên trái À và một đa giác khác có n + | ~ Â 
cạnh ở bên phải. Cả hai đá giác này đồng thời cho D¿D„,¡ ¿ khả năng. Bạn 
hãy chọn k = 2, 3, 4,.... n — 1; cố nhiên là bạn phải giải thích trường hựp 
#È =2 một cách thích hợp. 
Theo các thí dụ 4 và 6, công thức truy toán đối với D„ cho: 


xe(4} = D.r” + [#g0) |. 
Bạn hãy chọn nghiệm nào của nhương trình bậc hai này mà biểu thức khai 
triển của nỏ được bát đầu từ v: 
g1) = (/2)11— (— 4e) `], 
Sau khi khai triển hằm này và sau khi dùng các kí hiệu đối với các hệ số 
nhi thức, bạn sẽ thấy: 


b F 4 


Tốt hơn là như sau: 
š xẺ. s xế . x° T3 P ÔNG tà 
=—% Vẽ: ~zÐ ứừ=- -#f2 —0Ủ „7 


Ủ đây, mỗi ứ, v„ w độc lập có giá trị là tất cả các số nguyên (từ - đến ), 
sao cho tổng ba tầng mở rộng trên tất cả các nút mạng không gian (xem thí 
dụ 4.2). Để thấy rằng đó là một hàm dẫn xuất đối với R;(m), bạn chỉ nén 


2ñl 
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đ 


: = tỉ - 1 = "` E. M¿ tì ø ä + 
chọn những số hang mà số mũ của luỹ thừa d” + 9Ÿ + w có cùng một giả 


tFỊ H: 


& F #ệ tử 
H1, ở bš R.(n)3” =| ) Tủ 092 


tr el3 L#et 


d8. _m sóh # 
12. > 3.(n)x” ¬ Ì X44 


LmeÏ 
13, Giả sử I, 1, K và L là những chuối lụuỹ thừa nào đó mà tất cá các hệ số là 
những số nguyên. Khi đó, các hàm đẳn suất đối với R;), Ea), Ra(0) và 
Ru{) tương ứng có dạng: 
tết 
1 +2 =1 +41; 
(+41 ˆ=1+8§K; 
(I+8§K]ˆ=1 + 16L, 
H. v.v + 2.4. =a tư 4v... + SP, 
Trong đó, P là một chuối luỹ thừa nào đó mà hệ số của Ý biến thành Ö khi ð¡ 
không chịu hét cho 5, Các hàm dẫn xuất đối với: 
SIẤH), HÍH), S:Ín), c1) 
tương ứng là: 
xF, nạ là P 1E. 
L5. liên cơ sử của các thí du 6 và Ì I: 
trong dö G biểu thị hàm dẫn xuất đối với R0). 
16. Tương tự như thí dụ 15, trên cơ sở các thí dụ 6 và 12. 
17, Hãy dùng các thí dụ lỗ và 16 khi £ = /j = 4. Những phép tính thực tế đã 
được thực hiện theo phương pháp này với các lần kiểm tra ngẫu nhiên theo 
lai nguốn, như các thí dụ 4. 16 và 23, 
18. Ì} Từ các thí dụ 14 và l6, suy ra: 


„(41 ¬.ÍÐm ~ E1 + 34(12)5S.tẤn ~_l121]+.... + HIẾN = 4)5.(4) mỹ u(Ến). 
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Trong §4.6 có nêu giả thuyết chờ rằng S;|4(2n = I)] = ø(2n — 1] còn thí dụ 
4.23 cô giả thuyết S0) = (0), nếu là số lẻ. 
21 ø(1} ø(9) + ø(3) øỮ) + ø(5) ø(Š) + ø(7) (3) + ø(9) (1) = 

=7(1x 13+4xÑ]+6x6ö= 126 = 5” + 1=:G. 


3ì Hinh như đúng là sự xác nhận đó đã làm cho tầng thêm niềm tin vào cả 
hai giả thuyết đến một mức độ nào đỏ. 


=1 -*(k+]) | 
HS 5 


_ 


19 





.- 





Âu. kưạn =Ð 


với u = 1, 3, 5,...; phép lấy tổng mở rộng cho tất cả các sô nguyên âm, thoả 
mãn hất đẳng thức: 0<#(k+ l]<u 

20. ø(3) = 4o(Ì ), 
20(5)= 303). 
3c(7) = 3d(5) + 12ø(1), 
4œ(9) = ø(7) + !1ø{3). 

Đảng thức sau cùng đương, VÌ: 4x13=R+l1x4. 

21, Công thức truy toán đối với 5¿|4(3n — 1)) đã được chứng mình trong thí dụ 
19. Trong thực tế. công thức truy toán này cho mội hệ thống võ han các hệ 
thức. Hệ thống này xác định 54|4(2nm - 1)] một cách đơn trị nếu cho 5„L4). 
Sau nữa, ta hiết rằng: 

S¿(4) = g(11= 1. 
Nếu ơ(Ÿn — I} thoả mãn chính hệ thống cấc hệ thức truy toán đó như 
S4{4(2ø - 1)Ị thì: 
S,|lđ(2n —- Ì)] = (2n ~ lh 
đổi với n = 1, 2, 3,... vì rẳng hệ thống đã xác định lời giải một cách đơn trị. 
Ngược lại, nếu đẳng thức cuổi cùng này được thoä mãn thì (2n - 1) thoả 
mãn hệ thức truy toán kể trên. 

22. Ta giả sử rằng: 

G=ứa +1 + TG + VN vự +... 
H=#a+Hịx+# MA” + HAY” +%:- 


đc H. 
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S3. 


204 


Cũng như trong thí dụ 15, từ đó suy ra rằng: 
C.x<ff..Èx@Hz 


Bạn hãy chó hệ số của x” bằng Ö: 
m=Ð 


Bạn hãy Cơi đụ, day, 22,... như những số đã cho. Từ đẳng thức này, bạn có thể 
biểu diễn ứ„ Qua Hạ... H,..2,...Hị, uạ nếu do ® Q. Bạn thầy rằng tị = đụ, 
Bạn hãy ứng dụng thí dụ 22 vào trường hợp # = 8. 
G=l1+2r+2tr +2x +2v 5+. 
Theo thí du L1, kết quả của thí dụ 12 cho: 
HH gữU = 2(9 — n) Reín — 1) + 2(36 — mì REv[n ~ 4) +2(RI -nm)} Ky(n — 9)+... 
Bạn hãy đặt Rg(n)/16 = r„. Khi đồ rụ = l/16 và tú liên tiếp tìm được Fqy PA 
Ps,... ra Lừ các đẳng thức: 
Hạ = lông 

2ra = lÄãri, 

3ry = L3: 

đrị= lÚn + Bán, 

3o = Brạ +62r, 

ng = Orạ + 6Dra, 

Try mấy + 5x, 

By = 2r+ + 5y, 

Uro= 54m; + lđắrg 

1u =~— 2ro + 321 + 1427. 
Khi dùng những công thức này để tính toán, ta có một khả năng rất tốt để 
tự kiểm tra: vẽ phải của phương trình mà từ đó suy ra r„ chia hết cho øm 


Cũng phương phán đó cho công thức truy toản đối với R;ứn), trong đó ¿ là 
số nguyên đã cho > 2, cũng như công thức truy toán đốt với Su(n). 
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35. Ban hãy kí hiệu tích võ hạn phải xét bằng s. 


Sam khi tính —- + ca và đùng thí dụ 10 của Euler, bạn sẻ được: 
Ă 


nạ, x” 
tyơqwÌ = _ lu KH 

I—2 a„x” 
Cả ba tổng này đêu lấy từ ! đến ø. Bạn hãy nhân đẳng thức này với mẫu số 
của vế phải và hãy xét hệ số của +”. 
Trong trường hợp của Euler È = I. Trường hợp k = 3 củng cho môi kết quả 
tương đối đơn giản. Trong những trường hợp khác ta không biết đây đủ về 
định luật của các hệ số của đụ, 


1, 24. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VH 

n:† nín +Ï} 
SG: TU 

Để chuyển từ ø sang ø + 1 cấn chứng mính rằng: 


" 2 
Cứ UMs<&Ð "—— 


IL  I1-4+9-l6+... +(—I}“ nh =(~N 


G nHW+1) 
VN no H 
1. Muốn chứng minh râng: 


--()/}I} 5-()4010+G) =-4)-%) 


ta sử dụng thí dụ tương ứng 3.11, 3.12, kết hợp với biểu thức P,„ và thí dụ 3.20. 
Sau đó, giả thiết rằng các đẳng thức viết trên là đúng, ta cẩn xác mình rằng: 


h 7 lại "Ì 
củ =|E- REE. l 
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F8 


Cả ba đăng thức này đếu suy ra từ một sư kiện đã biết (từ hệ thức cơ bản 
n+1ì : 
ị 


hụ Ì* | H | 
k-+ L) +1)” kh} 


Ä1.. Xem “Giới một bài tuạn như thể não”, 








của tạm giác Pascal): 


%, 


Muốn chuyến từ n sang ø + Ï cần chứng mình rắng: 
1— L Ð  n‡? 3h 
("+ ` ?n+2 nm+Ì 


>ú sánh với thí dụ 3.23. 











Ề À. 3 Í M8 , E4] 
$7 ỗ # _“N“] 


Muốn chuyển từ ø sang ? + Ì cần chứng minh rằng: 
ÑẨ H†++ 2n-Ï 


(2n+l))  ?m+l 3n+1 











»o sánh với thidu 2.31. 
6. Trường hợp tông quát thực tế tương đương với trường hợp giới han: 
X \ »y..... dự Ba 
SỪNG: 51 ZEI T——e 
l*#: h3 lta TC” La” EakRt 


từ dò trường hợp riêng nêu ở đầu bài được suy ra bảng cách sau: thay š 








xe ] 
`—rnrtiRrS00000000NEC 
_ tị RE 





l6; A4 
bằng + ” và nhân với 16, ta được: 


LỆ : lẾ, *:. “0N 
lB+ l6ũx?". 32x” 
vi Pha “Tỉ —trErirvtr 00002 Ựn6-nun-nmer= HỆ TS mâm, 


ăn ¡"8 E + ¬~ _ Llx yt 





Sau đó lấy đảng thức đầu trừ đi đẳng thức này. Nếu ta đãi 2'°Ì = „œ th viếc 
chuyển từ n sang m + Ì dòi húi: 


HA” - jm"Y””"  nự 











3â LÌ 


l>+y” E-# 
1, Cân chúng mìimh: 
l+3+5+7+:.#+n-l nu. 
Muôn chuyên Iừ ø sang „ø + 1, cần Chứng mình rằng: 


: :, 2 
"+ =fn+1) en. 


Ji 
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1ú. 


I1. 


Số hạng thứ ø của dòng thứ tư của bảng bắng: 
(1+21+(4+5)+..+GĂăn—- 5+ 3n -4)+ 3n—2= 
=3+90+ ..+|[6É6+(n—])-3]+3n-2= 


¬ Ù _ 4y. +3n—~3<3a42-35n +], 


Thật vậy, việc chuyển từ m — 1 sang ø đòi hỏi: 

H—n „T1? cần ~ 3n+ 1: 
Sau n”,m` và D Xế sự khái quát hoá dối với #* là hiển nhiên, Ngay từ thời cổ 
đại, người ta đã biết trường hợp đơn giản nh. A. Mesner gắn đây đã tìm ra 
các trường hợp còn lại bằng quy nạp thực nghiệm, củn Ô. Perron đã chứng 
tninh các trường hợp đó bảng quy nạp toán học. 
Với k = I, định lí quy về hằng đẳng thức: 

Ì —n=-=(H~ ]} 

Muốn chuyển từ # sang È + 1, cần chứng mình rằng: 


=] 
cmtal-etP(ta)xr (9 


nhưng đó là hệ thức cơ bản của tam giác Pascal đã gập trong thí dụ 3, 


Ta kí hiệu số cặp cần tìm trong số 2n người thì đấu bằng P„. Người thị đấu 
thứ „ có thể ghép vào cặp với bất kì người nào Irong số 2u — Ì người còn 
tai. Một khi đấu thủ của người đó đã chọn xung, chỉ còn: 


n2 = 230 ~ T) 
người thì đấu, trong số đồ có thể thành lập các cặp P, ¡ cách. 
Vì thể, P„ =(2n—1) Pa: 


. Ta kí hiệu điều khẳng định cần chứng mình đối với /„LO bằng À„. Đáng lẽ 


chứng minh A,„. ta chứng mình A'„: Hàm số [;(x) là một phân thức rnà mẫu 
thức bằng (l — là Nà Ai còn tứ thức là một đa thức bậc ¡¡ mà số hang tự do 
bằng Ú và các hệ số còn lại là những số nguyên dương. 


Chú ý rắng À „ khẳng định nhiều Hơn Â„; các điểm mà ở đó ÀA'„ đi xa hơn 
A„ được in nghiêng. Giả thiết rằng Á „ đúng, tả đật: 
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13. 


lũ, 


1, 


18. 


cña 


(=#Ÿ” l2) = Pu} = at + daàt +... 0, 
trong đó ø\ị, d›,.... d„ được giả thiết là các số nguyên dương. Từ định nghĩa 
truy toán tạ suy ra công thức truy toán: 


y1) = XLÊÍ — XP „á) +ín + 1) P„@)| 


và điều đó chứng tò rằng các hệ số của +, TS a9 và trong PP, .¡(+} 


tương ứng bảng đa, mơy + 24s. (n ~ l)d¿ + 3a:,..., 2d„ ¡+ nay, ứ„, điều đỏ 
làm cho điều khẳng định của La thành hiển nhiên, 
lì Tổng tất cả các hè số của P„x) bằng n!. Thật vậy, tổng này băng P.(1) 
và công thức truy Lloán cho 

P.01 <=0ï+ 1)P,ÚD. 
2) Pa(4)/x là đa thức lùi, hay 

Pu AI” s P.0. 

Thật vậy, giả thiết rang đi = dạ, da; = a„ ¡.... khi đồ các hệ thức tương ứng 
đối với các hệ số của đa thức „,¡(x) được suy ra từ các biểu thức của 
chúng nẻu rä ở cuối lời giải thí dụ I2. 
Q,=1,Q; =3. Q; =45, Q¿ = 4725, Q2/Q; = 3, Q//Q; = 15, Q//Q; = 105 


nghĩa là: 


Ũ. So " khổ: Lá LIẾ (2w ¬ 1) 3= HỆ: 

Thật vây, định nghĩa cho ta; 
Ga: ỞƠ,,Ồ 2m(2n+D)l | 3 
nh TH Tư re. m1. 101...(U! =.ĐÌ (2n+£11, 
Đi ĐA, - (n2D} =-.1.1. 


và bàng cách đó, bạn chứng mình định luật tổng quái bằng phép suy diễn từ 
— | sang nñ + l, chủ ý rằng: 

(2m)! : 1.2.3.4.1.0...02n - Hàn 

nI27 24.6.2n _ 
5Hy luận dẫn ta từ 3 sang 4 cũng dùng được khi chuyển từ œ sang m + I, 
nhưng nó mät hiệu lực khi chuyển từ 1 sang 2. _ 
Từ n = 3 sang n + Í =4, ta xét các đường thắng ø, b, © và d. Ta hãy xét 
trước Hên trường hợp khi trong bốn đường thẳng này có ít nhất hai đường 
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thắng phân biệt, chẳng hạn b và c. Khi đó giao điểm của ð và c được xác 
định duy nhất và cũng phải nằm cả ở trên ø (vì, theo giả thiết, khẳng định 
của ta đúng với w = 3) và ở trên đ (do cùng lí do). Do đó khẳng định đúng 
với 0Ọ + | = 4. Tuy nhiên, nếu tất cả 4 đường thẳng trùng nhau thì khâng 
định sẽ hiển nhiên. Suy luận đó mất hiệu lực khi chuyển từ 2 sang 3. 

14, 15. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VIH 


I. 1) dường tháng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung; 4) các 
doạn thẳng đi qua điểm đã chơ và tâm; 5) đoán thẳng của đường vuông góc 
qua tâm. không có khoảng cách lớn nhất; 6) các đoạn của đường thẳng nối 
các tâm. Trong mỗi bài toán, ta đã không chú ý tới trường hợp đó coi như 
hiển nhiên tuy nó có thể quan trong. 

2. 1) đường tháng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung; 4) đường 
vuông góc; 5) đường vuông góc chung; 6) xem §4; 7) các đoạn của đường 
thẳng nối điểm với tâm; 8) đoạn thẳng của đường vuõng góc qua tâm, 
không có khoảng cách lớn nhất; 9) đoạn thăng của đường vuông góc qua 
tâm, không có khoảng cách lớn nhất; I0) các đoạn thẳng nối các tâm. Ta 
sở chú ý tới XpSt hợp m cách ngàn Dụng ũ. 


trên piệm tăm. 

4. 1) Các mãi cầu đồng tâm; 2) các mặt phẳng song song; 3} các mãt trụ có 

trục chung; 4) các mật cầu đồng tâm. 

2) Xem Š3. Các câu hỏi khác tương tự. 

6) Có đúng một hình tru, trục là đường thẳng đã chơ thứ nhất và tiếp tuyến 
là đường thẳng đã cho thú hai. Điểm tiếp xúc là điểm cuối đoạn thẳng biểu 
điễn khoảng cách ngắn nhất. Các câu hỏi khác tương tư. 

1. Ta gọi một trong các cạnh đã cho là đây, Gia sử đầy ở vị trí có định, còn 
cạnh thứ hai quay quanh đấu cố định của nó. Ta gọi đấu kia của nó là X. 
Điểm X vạch ra một đường tròn, các đường đóng mức là các đường song 
sang với đáy, tam giấc vuông có điện tích lớn nhất (điều đó hiển nhiên). 


8. Ta gọi cạnh đã cho là đáy, giả sử đáy ở vi trí cố định. Ta gọi đỉnh đối điện 
là X và piả sử X di chuyển. Điểm X vạch ra một đường clip, các đường đồng 
mức là các đường song song với đầy, tam giác cân cô điện tích lớn nhất. 


289 
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10. 


Ì1. 


L4, 


15, 


lũ. 


270 


Các đường đồng mức là các đường thắng + + y = hàng số, con đường vạch ra 
là một nhánh của hypebol vuông súc mà phương trình là cy = Á, trong dó À 
là diễn tích đã cho. Do đối xứng, rõ rằng là có một điểm Liếp xúc mà x = y. 
Ta hãy xét các đường tròn đồng tâm mở rồng, tâm ở điểm đã cho. Về trực 
giác hình như rõ rằng là có đường tròn thứ nhất đạt tới đường đã cho; bản 
kính của nó là khoảng cách ngắn nhất. Điều đó cũng rõ ràng như trong các 
trường hợp của các thí du 1 (2) và (â), 

Sự tương giao là sự chuyến từ một phía này của đường đồng múc sang phía 
kia, và ở phía này ƒ có giá trị lớn hơn, ở phía kia có giá trị nhỏ hơn giá trị ở 
giao điểm. 


. Có thể nhưng không nhất thiết. Điểm cao nhất có thể là định (bạn có thể 


muốn nhïn xem từ đỉnh nãy thì cảnh tượng ra sao) hoặc là đèo (bạn có thể 
leo qua đèo khi đi từ đổi này sang đổi khác) hoặc là điểm dấu hay điểm 
cuối hay điểm góc của đoan đường đi của ban. 


; 1) Đường đồng mức đối với 1§0” là đoạn thắng AH. đường đồng mức đối 


với Ö” là đường thẳng qua các điểm A và B, không kể đoạn thẳng AB. Mũi 
đường đồng mức khác gốm hai cung tròn, đầu cung là các điểm Á và B và 
cung nọ đối xứng với cung kia đối với đường thẳng qua A và B. 
3) Nếu hai đường đồng mức phân biết thị một đường năm trong đường kia, 
góc AXH có giả trị lớn hơn ở đường đồng mức bên trong và giá trị nhỏ hơn 
ở đường đồng mức bén ngoài, Bảng cách giải thích thích hợp diễu đó cũng 
đúng với 0”. 
Cực tiểu đạt dược ở điểm mà đường / cất đường thẳng đi qua A và B tức là 
dường đồng mức. Điều đó khòng trái với nguyên tắc phát biếu trong thí dụ 
L1: ử hai phía của dường đồng mức đặc biệt đó, góc AXB có giá trị lứn hơn 
là ử trên đường đóng mức. 
Ta kí hiệu như ở š6. Ta tạm để C không đổi, Khi đó, vì V = ¿zb¿/3 đã biết 
nên cả ¿b cũng sẽ không đổi và: 

¬= 2nb + 2(a + bì 
là cực tiểu khi 2(z + Ö) tức là chụ vi hình chữ nhật có diên tích ¿b là cực 
Liêu. Điều đó xảy ra khi œ = h, Bây giờ bạn hãy thay đổi cách nhìn và để 
cạnh kia không dối. 
Hãy để một trong các cạnh khóng dối, Khi đó bạn sẽ có trường hợp của thí 
dụ # và hai cạnh khác phải bằng nhau (tam giác cân). Suy luận đó có thể áp 
dụng cho bất kì hai cạnh nào khác và tam giác phải đếu. 
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11, 


1ä. 


9 


20 


+ 


Hãy để cho mặt phẳng đáy và đỉnh đối diện cố định nhưng thay đổi đấy, 
đáy này là tam giác nội tiếp trong hình tròn đã cho. Chiều cao không đối, 
diễn tích đáy (và cùng với nó là thể tích} sẽ trở thành lớn nhất khi đáy là 
tam giác đều, theo $4(2). Ta có thể chọn làm đấy bất kì một mật nào và, 
như vây, khi thế tích là cực đại, mỗi mật phải là một tam giác đếu, và hình 
tứ diện là đều. 

Hãy coi tam giác giữa œứ và b là đáy. Không thay đổi chiều caø tương ứng, 
bạn hãy thay đáy bảng tam giắc vuông; sự thay đối đó làm tăng điện tích đáy 
(thí du 7), và, đo đó, thể tích bây giờ bạn có thể băng phương pháp tương tư 
xét cặp canh khác, song tối hơn là cho ngay : vuông góc cả với a và với ñ. 
Cho cố định trên hình trụ một đầu đoạn thắng cho ta khoảng cách ngắn 
nhất, bạn sẽ thấy, do thí dụ 2 (7), răng đoạn thẳng đó là vuông góc với mặt 
cầu. Cho đầu đoạn thẳng cố định trên mặt cầu, bạn có thế thấy răng đoạn 
thắng đó cũng vuông góc cả với mắt cầu và hình trụ. Do đó, nú phải vuông 
góc cả với mất cầu và hình trụ. Điều đó cũng có thể chứng minh trực tiếp. 
Phương pháp của thí dụ 19 chỉ rõ rảng, đoạn thắng cho ta khoảng cách 
ngắn nhất phải vuông góc với cả hai mặt tru. Thục tế, nó phải näm trên 
cùng đường thẳng, trên đó có đoạn thẳng biểu diễn khoảng cách ngăn nhất 
giữa các trục hình trụ. 


. Phương pháp của thí dụ 19 cũng tương tự với thí dụ 10 trong không gian. 
. Theo giả thuyết: 


fX.Y.Z..)<WA.,B,C...) 
đối với mi giá trị thừa nhận được của X, Y, Z... Do đó, nói riêng 
Xx.8.C..1S/@.B,€C...) 
X.Y.,.C€..)*/A.B,€C..) 
v.v...X.Y.#.... cỏ thể là các số, chiều dài, góc, điểm.... biến đổi. 


, Hoặc xị = yị = š¡ (đường hợp ngoai lệ) hoặc đối với n 2 1 trong ha giá trì 


t„„z„ chỉ có hai giá trị phân biệt, Ta gọi d„ là giá trị tuyết đối của hiệu hai 
giá trị nây, chẳng hạn: 


tẨ\ ~ Íx; =1 |, dạ= | ~a»Ì, 


Theo định nghĩa: 
5 ti g3. ... Waấ cất 
‡di =1 co HS ST ST TƯ 
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hoặc d„ = 


t2 | 


Cũng bằng cách đó: 





đ. ải 4% lu PN ă s + Ì 
tức là: 
| *X,.+EF.+z K. =8 mi: 2 
X. XẤ" = t dã vu hoi. SMIẾO d/ 'EÃ bRioe. si My z0 #5] < Sư, _—> ù: 











¿5, Hãy xết m số dương +¡, 1ạ..... r„ với trung bình cộng A đã cho: 
4i *#x1¿ +... xạ = nÄ 
Nếu +), +;,... r„ không đồng thời bảng nhau thì một số trong đó, x, chẳng 
hạn, là nhỏ nhất và một số khác, +; chẳng hạn, là lớn nhất (Việc chọn các 
chỉ số chỉ là sự giản đơn hoá không có hai, cốt tiện cho việc kí hiệu. Ta 
không piả thiết võ cân cử rảng giá trị nhỏ nhất củ là +¡), Khi đó: 
Th <Ä = +x1+. 


Đây giữ, tạ đặt: xị=Á,r2=xitty—AYi=A¿.vAy=A 


„ 
Khi đỏ; tị + xa +... + Ý. — T\ + X2 + Xà thuy ö£ Ly 
3 L:..Ú ko yớ: F4 : 
vả 3 qà ».Php nh, = Áqty + 12 —.Ä"- i2 = (A . là lÍYz Xe Ä) >UŨ 
[2o đó: 


= ' " .* K, “* 
Xịt. 3:.. ch < 5 ¡+1 >4 1:.1 lì 


Nếu không phải mọi +, vạ,...c„ đều bằng nhau thì ta lập lại quá trình đó 
và cú rnôt tập hợp # số x”¡, vs... +", khác sao cho: 


Xì +1az+...+ Ea + Ma + kia .. ¬k v, 


1112-11. Xu, <1 tÃ 2 QUY 


lập hợp +. x+,..., x„ có ít nhất một phần tử bằng À, tập hợp +”4, c2,.... v , 
có ít nhất hai phần tử bảng A. Trong tập hợp cuối cùng x "',x}Ì....ax?” se 
chứa ø - † và đo đó w phần tử bảng A và như vậy: 


: . XU: 
* é m=x ` — : x + .% + na. F + Ỉ 
Xu go, SA TT at Le A*e —= 
H 
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24. 


:Ñ, 
*: 


31. 


Nối điểm đầu chung của các đường vuông góc x, y, z với ba đỉnh tam giác, 
ta chia tam giác làm ba tam giác nhỏ hơn. Biểu điển sự kiện rằng tổng các 
diện tích của ba phần đó bảng diện tích toàn phần, ta được + + y + z = 

Phương trình + = hẳng số biểu điển một đường thẳng song song với dầy của 
tam giác đều, phương trình y = z biểu diễn đường cao. Đoàn thẳng thứ nhất 
cũủa đường gấp khúc trên Hình 8.9 song song với đấy và đấu của nó nắm 
trên đường cao. Bước thứ nhất của thí dụ 35 được biếu diễn băng đoan 


thăng sang song với đáy và đấu ở trên đường thắng có phương trình y = nh 
dường thẳng này song song với cạnh kia và đi qua tâm. Bước thứ hai, được 


biểu diễn bằng đoạn thẳng trên đường v = : một đầu đoạn thắng là tâm. 


- Để tìm lời giải, dựa theo mẫu của thí dụ 25. 


Biến đối từng phần. 
Ø điểm cực trị, với giá trị thích hợp ^, 1a có các đẳng thức: 


: h - 
`. s2 8.0, 
ờx cản ỄW Òy 


ởu 3 
Tá suy ra điều kiện này với giả thiết rắng cả hai đao hầm riêng ch ây 


không đồng thời triệt tiêu, cắc đẳng thức chứa ^. này biểu diễn rằng đường 
cong ø = Ú (con đường định trước) tiếp xúc Ở điểm cực trị với đường cong 





ƒ= hảng số (đường đồng mức) đi qua điểm đỏ. 


* Š 'Š * . * -- —: F . E Ò ˆ 
„ đính hoặc ở đèo = = Kn =Ð; ở điểm góc của đường đã định trước _- và 
K : * 


= (nếu chúng tồn tai) cả hai đếu bằng Ö. 


Cực trị ở điểm đầu (hay điểm cuối) của dường định trước nói chung không 
thoả mãn điều kiện giải thích nêu trong thí dụ 23, điểu kiện đó thuộc về 
cực trị đối với mọi điểm (+, y) trong một lăn cân nào đó, thoả mãn điều 
kiện g(v, y) = Ö 
Đó là điều _ 
ðƒ ;ö 8 _ - có EỔT xŠE _„ LÊ “ai 
ởx ởxX ÿ ”: w ðx X ò%X 


=0. 


t-3 
—1 
tua 


(R8 THšL£L 
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Giả thiết rằng ba đạo hàm riêng của hàm số øg không đồng thời bảng Ö. Với 
giả thiết phụ rằng ba đao hàm riếng của hàm số f không đồng thời bàng Ô. 
bá đẳng thức này biểu thị rằng mặt ø = Ö và mặt ƒ = hằng số, đi qua điểm 
cực trị, tiếp xúc với nhau ở điểm đó. 

32. Diều kiện ôm ba đẳng thức, trone đó điều kiện đầu, thuộc về trục +, như sau: 

“+ k<- s = 
X Ôx# ÔXY 
CHả thiết răng ba định thức. trong đó định thức đầu là: 
ø gi 
ở & Œ ở 
không đồng thời hãng Ô. Với giả thiết phụ rằng ba đạo hàm riêng của hàm 
sö ƒ không đồng thời bằng Ú, ba đẳng thức này biểu thị rầng đường cong 
#tRö tuyến của hai mật £ = Ù và h = Ù tiếp xúc với mất ƒ = hẳng số đi qua 
điểm cực trị. 

34. Hãy là kết luận mong muốn: ta chỉ có cực tiểu đối với hình lận phương. Do 
đó, khi bất đăng thức mã ta cắn chứng mình trở thành đẳng thức, thì ta có 
hình lập phương, tức là phải có v = y hay (nếu nói về các diện tích) Kˆ = &%, 
Tuy nhiên, bất đăng thức raà ta sử dụng (không có kết quả) biến thành đẳng 
thức khi 2v” = 4ú: vì vậy, ta có thể dự đoán trước rằng nó sẽ chẳng mang 
lại Kết quả gì. 

Mhin hoặc không nhìn vào $6, ta chia 5 thành ba cặp đối diện: 


=: 


$Sx7t +5: vy+2ty 
và áp dụng định lí về trung bình: 


Xu 
SÍ 1 
| >2" ,2ÄY.XV = gxÌ yˆ = BV”, 
Ta có đẳng thức trong và chỉ trong trường hợp mà 2i 2= 2vy hoặc v = v, lúc 


là chỉ trong trường hợp hình lập phương. 


Ta rúi ra bài học: việc dự đoán trường hợp đẳng thức có thể hướng dẫn ta 
lựa chạn, có thể cho ra chỉ đẫn. 


35. Goi thể tích, diện tích mật, bán kính và chiều cao hình tru tương ứng là V, 
», * Và Y, tà cổ: 


F) 
314 
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3ó. 


17, 





Kết luận mong muốn, y = 2v, hướng đẫn ta cách chọn: với 
S=2mm” + ftLy + ro 
định lí về trung bình cho: 


X4 
s 5 3 _h, 
L] = 2° răy tuy = 1 xy) =2zV' 


và ta có đẳng thức khi y = 2+. 

Thí du 34 là trường hợp riêng, còn thi dụ 35 là trường hợp giới han. Gia sự 
V,S§, y và x tương ứng là thể tích, điển tích mật, chiều cao hình lãng tru vũ 
đô dài một cạnh nào đó của đấy hình vuông. Oiả sử ¿ và / tương ứng là diện 
tích và chu vi đa giác đồng dang với đáy mà cạnh ứng với cạnh dây cố 
chiều đài c, có chiếu dài hàng f- Khi đó: 

V=at „3< 3dx⁄” + lọ 

Trong các thí dụ 34 và 35, S đạt cực tiểu khi diện tích dáy (bây giữ bảng 
#x”) bảng - Hi vọng ràng, điểu đó sẽ thực hiện được cả trong trường hợp 


tổng quất hiện nay, ta có lời chỉ dẫn; ta gọt: 


¬ jyy lXY 
s—= 2u ý + —+—— 
S=^u 5 b 


và ấp dụng định lí về trung bình, ta được: 


'e`»3 BE: 1 
Š = 2u La L2 li = Si vVˆ 
v3 4 2a 
š /„ 3 
và ta có đẳng thức nếu dự = =í na 
Giả sử V, §, x và y tương ứng là thể tích hình chóp kép, diện tích mật, canh 
đây của nó và chiều cao Tội trong các hình lãng trụ tạo thành nó, khi đó: 


ị 





v3 
3 


Trong trường hơn hình bát điện đều, chiếu cao kép của Hình chớp thành 
phần bảng đường kính của đáy, hoặc : 
2y=2!2, hoặc 2y” = 6”. 


8.1) 
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Có sự chỉ dẫn đó, ta đât: 


3 }. 3 4 P 
#4 4L ÍxX + 2v +3v) 


Í am 
_ | | 
2 


E) l Z E: 44 8 +4 Kz( 
3. j 4ˆx)x°2y 2w =4 w = (BV - 
Ý l 








Chỉ có đẳng thức nếu +7 = 2y”. Chú ý rằng trong trường hợp đó 9= 31222, 
348. CHả sự V, 5, v và y tương ứng là thể tích hình nón kến, diện tích mặt, bản 
kinh đáy cua nó và chiều cao môi trong các hình nón tạo thành nỏ. Khi đó: 


(„2 M2 
: 1X + 

có ® 22x £ tự. 
ng... 


3 
S4 WE.K” 


V= l2 





NƑ: 


Ta hãy xét Lan: giác vuông mã các canh là x. y và cạnh huyền là [x“+ vì 
Nếu hinh chiếu + trên cạnh huyền bằng Ð cạnh huyền (ta hí vọng điểu đó 


S° Xủy rủ trong trường hợp cực tiểu) thì: 





‡ #Ð $wW" 
Ÿ XE th re 
. 
_- 


hoặc 4t” =y”. Cô sư chỉ dẫn đó, ta đât; 


| món Ả"... 
À SÊN KIÊYI tỳ +} ) 


PL 


tt lên ‹co TẾ it: Sz} NT? 
m Nw 41+ W.W -.- ý (317 


hột vẽ 
M 


Ñ.:. ¬+ : HN, SUEC ng „ & Nuyế 2 : bộ 
Chỉ có đẳng thức nếu 2+” = y“, Chú ý rằng trñns trường hợp này: 


BỂ, 
á, 


' TM, 


19, Giả SÚ V, > và y tương ứng là thể tích hình chón kép, điện tích rnất của nó 
và Chiểu cao một trong các hình chóp tạo thành nó, Giả sử +, ¿ và / liên hệ 
với đáy hình chóp kép cùng như đối với đáy hình cHúp trong thí du 36, Gọi 
# lâ bản kính hình trên nói tiếp đáy. Khi đó: _ _ 


E-: 





lâu =_ CA” . gựt LxÐ 
_ * đã. „ — He 
k) PIỆẾ: 
- K= -ức. 
%-.... *} ". + } k Ưng | ¬"..n . 
ð =2 tt ——x=(4g°x' + ˆv y9? 
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Trong các thí dụ 37 và 38, S cực tiểu khi S= 3°” °2x°. Điều đó cho ta: 
- vây = Rư xv”. 
Chú ý tới chỉ dẫn, ta đặt: 
S“=4a x + Fˆtˆy J2 +2 v9: 
(S33) > đa ^x, 0y 4+ ( 1 SV/2)' 
Ta có đẳng thức trong và chỉ trong trường hợp mà đấy ax =0 3) 
40. Có một giả thuyết có lí; tam giác đểu có chủ vị nhỏ nhất với diễn tích đã 
cho hoặc diện tích lớn nhất với chu vì đã cho. Giá sử ứớ, b,c, À và L = 3p 


tương ứng là ba cạnh tam giác, diện tích và độ dài chu vì của nó. Theo công 
thức Heron: 


A? = nÝ? — a)(P — BMP —=(}. 
Việc áp dụng định lí về trung bình là rất tư nhiên: khi đã cho p thì A không 
thể quá lớn; về phải là một tích. Nhưng ta cẩn áp dụng định lí đó thể nào ” 
Nên làm như sau; nếu tam piác đều thì œ = b =¿, hay m—d=n—h=pn— +: 
Vì thế, ta viết: 


: j: # tà 
A*ln= (p—aJ@ = bì(p—(35 (Hư HS) “|$) | 


z % 
Neghra là A*'s nọ và ra chỉ có đẳng thức trong trường hợp tam giác đều. 


So sánh với thí dụ 16. 
41, Có một giả thuyết có lí: hình vuông. Giả sử œ và Ð tao thành góc @, © và dÍ- 
HÓC 1, Và (0 + MỨ = E. 
Ta có: 2À = zbsing + cdsmwW 
Biểu diễn đường chéo tứ giác phân cách và ự, La được: 
ạ° + b“ - 2ab.cose = ¿Sứ — 3(d,coswI 
Báy giờ, ta có thể khử @ và w từ ba hệ thức, Công lại: 
(a” + ' Mi r lệ d^? ¿da p” c0sˆ@ +4?d COS Nự = Rabcd cos@œ.CoSUI, 
l6Aˆ = đab” sin“@ + 4cˆd” sin°ự + Babcd sing sinỰ, 


ty) 
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tá được; 


= 4(øb + cả)” — l6 ahcd (cose/2)”. 
Cuối cùng, chú ý tới hiệu các hình phương và đât: 
a+b>c+d=3p=TL. 


la QUỚC: 


Nếu xảy ra trường hợp đẳng thúc (hình vuðng) thì các cạnh bằng nhau và 
do đó các đái lượng  - a,Pp— ,p — cv ~ d cũng bằng nhau. Sử dụng chỉ 
đản nảy, ta được: 


: ví 
À 4 TẾn ¬, t: R = *--:H— T ! 
À* KG LH “hà đ ){Ð _ hn Aˆu CÌ (m kim, đh = CS SN 


ì Ầ 4 


ll} “li: 


¬5 


Để cho cả hai bất dáng thức đã gấp trở thành đăng thức, tả cần có £ = S0” 


và d = =0 =ủ. 


; Hinh lãng trụ dễ hơn là hai hình khấc mũ ta sẽ nghiên cứu, sau khi chuẩn bị 


kr lưỡng trong các thí dụ 46 và 47. Giá sử L là chu vị đây, h là chiếu cao 
hình làng tru. Miot mái bên là hình bình hành; đáy của nó là canh của đây 


hình lãng tru Š LLh và la có đẳng thúc trong và chỉ trong trưởng hợp mà tất 


cá các tiật bên vuông góc với đầy và như vậy, hình lãng tru ià hình lãng 


tru đứng. 


- Ga sử ý, y, là toa độ điểm E, với ¡= 0, 1, 2,..., n, và ta đật: 


J;=4+ ¿| + Hộ 3/-1 Suổ đi: + E; 
với ƒ = 1, 2.....=. Khi đó vẽ trái bất đăng thức cần chứng mình bàng chiếu 
đãi đường gấp khúc EaP¡Ps...P„ và về phải bằng chiều đãi đoạn tháng PụP,, 
đoạn này là khoảng cách ngắn nhất giữa các đấu đường pấp khúc. 


‹- Trong trưởng hợp ø = 2, ta xét điều khẳng định (các kí hiệu có thay đối chút ÍU): 


(2+ /*°+(U°+Vd)'2š(+U+(v+ VÝ 


hftps://tieulun.hopto.org 


Í 4 % 122 1/2 ì 3 1/3 + § 3 1¿? Pà HẠ 
| + tị tÍm + v2 | tÍt: +yý | + Líu + 12} + + Va ) | +Ím ty š Wà Ì 


45, 





(äŸ + UY" d1" _ VY > /U +wV 
0 ˆVˆ+v UP > 2uvVUV 
(wV — wU)” >Ð. 


Dưới dạng cuối cùng, khẳng định rõ rằng là đúng. Ta có đẳng thức khi và 
ghỉ khi: 


wÑ:teU.%. 
Khi n0 = 3. tu đi đến kết quả bảng cách áp dung hai lần trường hợp ứ = 5Š: 


;a 


1/2 
> | + ta +1 +iÊU # Mạ + và) | 


và cũng như vậy đối với " = 4, 5,... Ta sử dụng phép quy nạp toán học. 
Giá sử k là chiều cao và chân đường cao chia đáy thành hai đoan chiếu dài 
tương ứng là pø và ạ. Ta cần chứng mính rằng: 


ở 1/2 
0 +0)? + (2 + 2s -:|(#2# + 2| =l@+ø)°+(h +?!” 


đó là trường hơp của thí dụ 43, Muốn có đẳng thức ta cần có: 
ph =q:h 
hay p =„ tức là tàm giác cân. 


„ Giả sử h là chiếu cao hình chóp P, ới, ứ+.., đ„ là các cạnh đáy của nó và 


PỊ› 2... D„ các đường vuông nóc hạ từ giáo điểm của đường cao và đáy xuống 
các cạnh tương ứng. Giả sử gọi tổng theo / ( biến đối từ 1 đến ø) là 2ˆ. Kiu đó: 


i 1/2 
2 
đ:P,. P +ñh 
ẨÔ~ › XS 2 0 220 › »j 3 ị 6 


Đổi với hình chép đứng Pụ các biểu thức này trở thành đơn giản hơn bởi vì 
trong trưởng hợp này, tất cả các dưỡng vuông gúc hạ từ giao điểm của 
đường cao và đấy xuống các cạnh đều có cùng giá trị pọ. Do đó: 


Âu = bug/2 
S; = Ag + batbo" + B2) J3 = Áo + (Áo + bạ) 79. 





379 
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P và Pọ có cùng chiều cao 3V/A = 3VL,/Ao = h. Sử dụng thí dụ 43 và các giả 
thiết của ta, ta có: 
25 ~ Al= XIajp,)” + G0 LỔ # [DDajp))” + Ga?! = [4á? + n2 
# |4” +0 < 2 Œạ= A): 

Do đó, S > S¡. Muốn có đẳng thức thì cả hai bất đẳng thức đã gặp cẩn trở 
thành đẳng thức và như vậy, cần thoả mãn hai điều kiện. Thứ nhất: 

Pịy: hÈ=p;:h=...=p.:h, 
tighia là P là hình chóp đứng. Thứ hai, L = Lụ, 

47. Ta sẽ làm theo hai bước: (H1 Thay đáy hình chóp kép D vào đáy hình chóp 
kép Dạ và cả hui hình chép tạo thành D vào các hình chóp đứng, song giữ 
nguyên các chiều cao của chúng. Như vậy, ta được hình chép kép Ð' không 
nhất thiết là hình chóp kép đứng (hai hình chóp cấu tao nén nó là các hình 
chóp đứng nhưng có thể chúng có chiều cao khác nhau). (2) Thay D vào 
2y. Bước (]], theo thí dụ 46, chỉ có thể làm điện tích giám đi. Các chiếu 
cao của hai hình chóp tạo thành D có đô đài l¡ và h› và nâm trên cùng môi 
đường thăng. Ciả sử gọi P, là bán kính hình tròn nội tiếp đáy hình chóp kép 
D,. Khi đó, diện tích mặt D' bằng: 


Ƒ TY ¿31/3 


xo T8 89.173 4... 241/5 Ì 
3= | +1! + § + 02)” | + 


tà 


theo thí dụ 4Š. 

48. Luôn luôn giữ thể tích V không đổi, ta sẻ làm theo 3 bước: (1) Giữ đáy 
không thay đổi về hình dạng và kích thước, biến đổi hình lăng tru của ta 
thành hình lãng trụ đứng. (2) Giữ điện tích đáy Á không đổi, biến đổi đáy 
thành Hình vuông, (3) Biến đối hình làng trụ đứng đáy hình vuông thành 
hình lập phương. Các bước (1) và (3) lương ứng theo các thí dụ 42 và 34 
chỉ có thể làm giảm mặt §. Bước (2) giữ chiếu cao & = V/A không đối và 
theo thí dụ 41 chỉ có thể làm giảm L.. chu vi đáy; nhưng 5 =2A + Lh. Nếu 
ngay từ dâu hình lãng trụ không phải là hình lập phương thì ít nhất mọi 
trang ba bước này thực sự làm giảm S% Định lí 14 là điểm tựa. 

49. Điều này suy từ các thí dụ 47, 41 và 37 cũng như thí dụ 48 trên suy từ 
các thí dụ 42, 41 và 34. Sone, nhờ sự phát biểu chính xác các thí dụ 47, 


2RU 
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ta có thể hợp nhất một cách có lợi bai bước ứng với các hước (l) và (2) của 
thí du 48. 


- La bat đấu từ một hình chóp tuý ý có đáy hình tạm giác (từ miột hình tứ 


diện bất Kì, không nhất thiết là tứ diện đếu), Ta biến đổi nó thành hình 
chóp đứng, bãng cách giữ thể tích và điện tích đây Á không đổi nhưng thay 
đối (nếu cẩn) đáy thành tam giác đều. Theo thí dụ 40, điểu đó làm giảm 
chủ vị đáv L và đo đó, theo thí dụ 46, điện tích mặt 5, Cấc mật bên của 
hình chớp mới là các tam giác cản. Nếu chúng không phải là tam giác đến 
thì lạ sẽ lấy một trong chúng làm đáy và lặp lại quá trình, bằng cách lạt làm 
tim S. Dưa vào nguyễn tắc biến đổi từng phần (thí dụ 22) một cách tổng 
quát, nếu có một hình tứ điện với thể tích V đã cho và S nhỏ nhất thi hình 
đỏ phái là hình tứ diện đều. 


Xem thí dụ 53. 


. xem thí du 53. 
. Giả sử V, S và y là thể tích, diện tích mặt và chiều cao hình chốp và giả sử 


+, ứ, Và ƒ liên kết với đáy hình chóp giống như chúng liên kết với đáy hình 
lãng trụ trong lời giải thí dụ 36. Giả sử p là bán kính hình trồn nội tiếp đáy. 
Khi đó: 


ả 


, dX Y z 
P m—dvr 8 =—; 
2 
l 2 h(p)+~y `} ” _ ,4a`x SH v # 
=Ủx” + TIẾP TT vn jỶ ng lan 


Cố nêu bát biểu thức phụ thuộc hình dạng nhưng không phụ thuộc kích 
thước đáy, ta đi đến hệ thức: 


3 1/2 
si -ix|is(/2) ] «1+ cớ!” 
ga +ax 


(ta đặt [y/(2ax) |“ = k) và: 





+¬Ä 
$  #[I+rq+#w2] 
(3V 3a k 
Vì V đã chơ và 5 phải là cực tiểu, nên vẽ trải phải cục tiểu. Do đó, cả vẽ 


phải cũng phải cực tiểu. Tuy nhiên, hình dạng đã cho và như vậy Iˆla đã 
cho. Do đó, tất cả điểu ta còn cẩn làm là tìm giá trị f, làm cho vế phải cực 


2BÌ 
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tiểu; giá trí đó khóng phụ thuộc hình dạng. Nó đều thích hợp đối với tất cả 
các hình riêng, chẳng hạn, cấc hình đang nói trong các thí dụ $1 và $2. Tuy 
nhiền, có một hình dạng riêng mà tá đã biết kết quả: nếu dáy là tạm giác 
đều thì dưa vào thí du ŠSŨ, tí số tốt nhất Š: ởx” của điện tích bé mật toàn 
phần so với diện tích đáy hằng 4: 1. Vì 5: ax” chỉ phụ thuộc É; nên điểu đỏ 
văn còn đúng đối với tất cả các hình đạng và cho 14: 
Il++8) ^=4: k=8. 
54. Han đọc cần chép bảng sau, thay hình tương ứng vào các số của bài tập: 





Các dòng: (a) các hình lãng trụ, (b) các hình chúp, (c) các hình chóp kép, 
(d) các hình đa giác (H chỉ nói tới các hình này ở trường hơn 3 cột sau 
củng}. 

Các cột: (1) đứng, đáy vuông, (2) đứng, đáy trôn, (3) đứng, đáy có hình đã 
cho, (4) chuyển từ xiên sang đứng, (5) đáy tam giác bất kì, (6) đáy tứ giác 
bất Kì, (7) đáy đa giác bắt kì với số cạnh z cho biết. 

Phép tương tự có thể gợi ra các định lí để, như ta có thể hị vọng, lấp kín các 
chỗ trồng phi chữ w, v, w, +, y,z văn, Đây là một vài định lí trong số đó: 
(wø) Hình lãng trụ cố bế mặt nhỏ nhất trong các hình lãng tru 3 mặt với thể 
tích đã cho, có các tính chất sau đây: đáy của nó là tam giác đều, điện tích 
đáy bảng 1/6 diện tích toàn phần của bể mặt, nó ngoại tiếp hình cầu, hình 
cầu nảy tiếp xúc với môi mặt ở tầm của mặt đó. 

(y) Hình chúp có bề mặt nhỏ nhất trong số các hình chúóp với đầy ø canh và 
thể tích đã cho, có các tính chất sau: đấy của nó là một đa giác đểu, diện 
tích đáy bảng 1/4 diện tích toàn phần của bể mật của nó, nó ngoại tiếp hình 
cấu, hình cầu nãy tiếp xúc với môi mặt ở trọng tâm mặt đó. 

Dựa vào điều nói trên, ta có thể chứng minh để đãng (6), (‹) và (#), nhưng 
(1N ý) và (z) phụ thuộc (n) mà ta sẽ xét sau: xem §L0.7 (1). 
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55, I) Sử dụng phương pháp và các kí hiệu ở $6, ta có: 
V =alhc, Ss = ub + 2u + dồt, 
(S4/3)Ì > ab.2ac.abc = 4VỀ, 
Ngoài ra, ta có đảng thức khi và chỉ khi: 


¿b = 2w: = 2B 


hay a =b = 2u. Các hộp này là nửa hình lầp phương. 

2) Sử dụng kết quả $6, ta coi mặt phẳng của mắt không tính vào $5 như 
một mật gương. Cải hộp cùng với phản xa gương của nó tạo thành một cải 
hộp mới thể tích 2V, trong đó ta đã biết diện tích toàn phần báng 25;. Theo 
§6, khi thể tích là cực đại thì cái hộp (kép) mới là hình lập phương. 

86. Theo thí dụ 55, hãy coi mặt phẳng của mất thiếu như một mặt gương. Cực 
đại đạt được với hình láng trụ tam giác, là nửa hình lập phương mà ta có 
được khi chia hình lập phương bảng mất phẳng chéo. áp dụng thí dụ với 
chủ thích bố sung. 

S7, Thco thí dụ 55 và 56, hãy cơi mật phẳng của cả hai mặt thiếu như mộit mãi 
gương. Cực đại đại được với hình lầng trụ lâm giác - 1/4 của hình lập 
phương. Hình lập phương được chia thành 3 mảnh bảng nhau đo hai mật 
phẳng đối xứng, một trong các mật đó là mãt phẳng chéo, còn mật phâng 
kia thì vuông góc với mật phẳng thứ nhất và song song với hai mật bẻn. 

58. Giả sử A,L..r và s lấn lượt là điện tích, chu vi, bán kính và cung của hình 
quạt. Khi đỏ: 

=r12.E xi +: 

2) > 3r.x= ÄA; 
ta sử dụng định H về trung bình. Ta có đảng thực khi š = “r và góc của hình 
quat bằng 2 radian. 

39. Giả sử w„ v và W là các cạnh của tam giác, À - diện tích, y - góc đã cho đối 
diện với W, Khi đó: 

2À =< v.simy. 
|) | + v32] > nv = 2A/Siny, theo định lí về trung bình, ta có đẳng thức 
 = v, Lức là khi tam giác cân. 
2W“ =u“+ )ˆ — 2WV.COS† = HẺ + vì = đA coty: (uÚ + ˆ)2 3 uy = 2Aj/Siny. 
Ta có đẳng thức và như vậy. W đại được cực tiểu, khi w” = v^ và tam giác là cân. 
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3} VI cả w + v và W đều là cực tiểu khi tam giác cần nên ứ + £© W cũng là 
cực tiểu trừng điều kiện đó. 

00, Hãy sử dụng các kỉ hiểu của thí dụ SỞ, Điểm đã cho năm trên cạnh W, Từ 
điểm đã cho vẽ ở các đường song song với ứ và v và tận cùng ở v và ä. Hãy 
kí hiệu chúng lần lượi băng ở và b; ø và ô đã cho (thực tế chúng là các tua 
đô xiên). Từ các tam giác đồng dụng: 








= vụ 
—b bồ ¡#.b Ỉ Lữ... “Ð . w#. 28sinz 
=. hay —+—=]; —=—= PF+=-t 2| >—=——-;: 
đ M¬# ””.d'w 4$ LQH tWY 2A 


A z ¿ab si. 
Ta có đẳng thức khi và chỉ khi: 
h 


1 


ụ 
nh = ỉ lễ == 3d, \k.< 35 
lý 


E3 (| — 


và điểm đã cho là trung điểm của W. 
61. Hãy su dụng các kí hiệu của $Š và định lí về trung bình: 
E) V =abc [(a + b + cM3] =1E/2P. 
2)5=2úb + 2äc + 2b Sự” +b + + + hĩ + = 
= Jịu +hh+ c? ~ địuh + ức + hổ) 
tức là 3S < 2(E/4)°. 
Trong cả hai trường hợp ta chỉ có đẳng thức khi a = b = c tức là đổi với 
hình lập phương. 
ñ2, Hãy sử dụng các kí Hiệu $6 và định lí vẻ trung bình, Chiều dài hằng c, 
đường bao quanh bằng 2(2 £ b} và: 


Vẽ (2u2p,)/a (24 + 2b + c)13]' 


Ẻ 
Ta chỉ có đẳng thức khi 3a = 2b = ¿ = 3, 
63. Hãy sử dụng các kí hiệu của lời giải thí dụ 35, Khi đỏ: 
d 7=) +0/2)° =2 ˆ +aŸ + y2/8) 
và do đó, theo định lí vẻ trung bình: 


EU GIÚP GÓnn: ¬ HUẾ )-:ÀP 
n, +. 9 Xa KV ụ +! £ 
VU =TXY =————=<Rr|—]. 
* b 
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Ngoài ra, ta chỉ có đẳng thức khi: 
+ =y/R=d6. 


23, 33. Không có lời giải. 


CHƯƠNG IX 

I) Bạn hãy hình dung hai mặt gương, vuông góc với mặt phẳng hình vẽ, 
IHỘt gương đi qua / và gương kia đi qua ơn. Người đứng ð P nhìn vào r và 
thấy minh ở canh: ánh sáng từ P tới lại quay vẻ P sau phản xa lần thứ nhất 
ở ‡ và phản xạ lấn thứ hai ở m. Bằng cách chọn con đường ngắn nhất, ảnh 
sánh vạch ra tam giác PY2 cần tìm với chu vì nhỏ nhất: các cạnh tam giác 
PYZ. hợp lấn lượt ở các điểm Y và Z với í và m những góc hãng nhau, 
3) Giá sử P và P" là các ảnh trong nương của điểm P tương ứng đối với ! và m. 
Đường thẳng nối P và P" cắt / và m tương ứng ở các điểm Y và Z cần tìm và 
chiếu đài của nó bằng chiếu đài chủ ví nhỏ nhất cần tim (theo quan niệm 
của hinh 9.3. áp dụng hai lần). 
1) Ảnh sáng sau ba lần phân xa liên tiến vào ba pương tròn lại quay về 
nguồn sáng nhưng hưởng ngược chiều: 
3} Một băng cao su kín liên kết ba vòng cứng. Cá hai cách giải thích gợi 
lên rắng hai cạnh của tam giác cần tìm, xuất phát từ định nắm trẻn đường 
tròn đã cho, hợp với bán kính các góc bằng nhau. 
Con đường của ánh sáng khi ánh sáng quay vẻ điểm xuất phát hoặc bắng 
cao su kín như ở thí dụ 2. XY và XZ làm thành với BC cấc góc bảng nhau. 
Đa giác ð cạnh, chú ví nhỏ nhất, nội tiếp trong đa giác ¿ cạnh đã cho, có 
tính chất sau: Hai cạnh của đa giác cực tiểu ø cạnh mà đỉnh riắm trên cạnh 
xác định s của đã giác ø canh đã cho, đếu xiên góc như nhau đối với z. Tuy 
nhiên, xem các thí dụ 6 và 13, 
Hãy gọi A là giao điểm của các dưỡng thắng / và m. Hãy lấy điểm B trên ?r 
và điểm C trên / sao cho góc BÁC (nhỏ hơn F80”) chứa điểm P, khi dó. 
theo định luật phản xã : 

P"AB < BẠP, PAC = CÁP, và do đó PˆÀP = 2BAC. 
Lời giải mất hiệu lực khi góc PˆAP' >180” hay cũng váy, khi góc BAC = 90”. 
Không thể áp dụng lời giải khi tam giác đã cho có góc lớn hơn hoặc bằng 
90”, xem thí du 5. Lời giải thí dụ 4 tất nhiên có ttgoại lệ. 
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7. Hãy tạm thời cố định X ở vị trí P trên cạnh BC. Khi đó lời giải (2) của Lhí 
dụ ! áp dụng được (vì gốc BAC nhọn, xem thí dụ 5); chu vì nhỏ nhất bàng 
PP" đã chon là cực tiểu, ta sẽ tìm cực tiểu của các cực tiểu đó. Theo định 
luật phản xạ P"A = PA = PA. Do đó, tam giác P”AP' là cần, góc của nó ở 
A khóng phụ thuộc P (xem thí dụ 53 và như vây, hình dang của nó không 
phụ thuộc P. Vĩ vậy, PP” trở thành cực tiểu khi PA = PÀ thành cực tiêu và 
điểu đó tất nhiên xảy ra khi PA L BC: so sánh với §8.3. Các đời của tam 
giẮC vớt CHÍ VŨ CựC tiểu HỘI Hiếp trong tam giác mà gác nhạn dd cho. là 
chân củu 3 đường cao của tam giác đá. So sánh điều đó với lời giải của thí 
du 3, ta thấy rằng các đường cao của tam giắc nhọn chỉa đội các gắc Hương 
tụ của tam giắc nột tiến mà các đỉnh là chân các đường cao. KếiI quả sau 
cùng rất nhiên là hoàn toàn sơ cấp. 


§. Không, Nếu tam giác ABC có góc lớn Hơn hoặc bảng ¡20” thì trung tâm 
vận tải là đỉnh góc đó. Lời giải cơ học ở §2(2) gợi ý nhiều về điều đỏ. 

9, Điều đó rất tương tự với bài toán phàng đơn giản hơn, đã xét ở §T (4). Š2(21 
Và thí dụ 8. ta cần chọn phương pháp nào? 
l) Cách giải thích cơ học, theo mẫu hình 9.7, Có 4 ròng rọc, mỗi chiếc ở 
một trong bốn điểm À, B, C và D đã cho. Bốn sợi dây được nối ở điểm X, 
môi dây luôn qua một trong các ròng rọc và ở mỗi đầu kia của dây có treo 
một khối nắng Ì kiôgam như ở $2 (2); trường hựp đấu tiền (về thể nàng) 
chỉ rõ rằng bài Ltoắn vẻ cực tiểu đã cho ứng với vị trí cân bằng của hệ cơ học 
đó. Trường hợn thú hai liên quan tối các lực tác dụng vào điểm X. Có 4 lực 
như vậy: chúng bằng nhau vẻ độ lớn và hướng theo 4 sợi dây thật căng 
tương ứng tới A. B, C và D. Hợp lực của hai lực đầu phải cân băng với hợp 
lực của hai lực cuối. Do đó, các hợp lực này đẻu cùng nằm trên rnột đường 
thắng chia đòi cả góc AXB và góc CXD. Vì hai hình bình hành lực (cä hai 
đêu là hình thoi) bảng nhau nên các góc này bằng nhau. Các cập góc AXC 
và HXI, AXD và HXC cũng liên kết với nhau một cách tương tự. 
3) Biển đổi từng nhần và giải thích quang học theo mẫu hình 9.4. Tam thời 
giữ tổng hai khoảng cách CX + DX, không đổi khí đó điểm X phải nằm 
trên mặt phảng cấu dẹt (hình elipxoi tròn xoay) với Liêu điểm ở C và D. Ta 
coi trật dày như một mật gương. Ảnh sáng xuất phát từ À, phản xa ở gương 
phông cầu và đi tới H, sao cho ÀX + XEH cục tiểu; trên đường đi của nỏ, 
pháp tuyến ở điểm X của mặt pương chia đôi góc AXB, Cũng chính pháp 
tuyển đó, theo §1 (3) và §2 (1) chía đôi góc CXD. Song, bảng phương pháp 
này, ta không phải dẻ dâng chứng mình được là góc AXB bảng góc CXD, 
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mặc dầu cả hai phương pháp này đều hiệu lực như nhau trong trường hợp 
tương tự đơn giản hơn, nhưng chúng không có hiệu lực như nhau đối với 
định lí này. 

10. Còn đúng. Dà điểm X ở đấu thì: 

AX+XC> ÁC, BX + XD 2z BD. 
Vị con đường thẳng giữa hai điểm là ngắn nhất và cả hai bất đẳng thức trở 
thành đẳng thức khi và chỉ khi X là giao điểm của các dường chéo AC và 
BD, đó cũng chính là trung tâm vận tái. Khẳng định của thí dụ 9 còn hoàn 
toàn đúng do chỗ pháp tuyến với mắt phẳng của hình tứ giác là đường phân 
giác chung của góc AXC và góc BXD, mỗi góc đó bàng 180”. 

11, Suy ru từ kết quả $1 (4) bằng phép biến đổi từng phần. 

13. Hãy bản quả cấu song song với đường chéo của bàn. Hình 9.14 áp dụng 4 
lần liên tiếp thí đụ 12. Hãy tưởng tượng hình 9.14 vẽ trên giáy bóng và gấp 
tờ giẩy theo đường thẳng phản xạ, khi đồ các phấn riêng biệt của đoan 
thẳng PP phải đúng con đường hình thối của quả cầu bìa. Ngoài ra, ta thấy 
đây là trường hợp khi thí du 4 có võ số lời pIẢI. 

14, Trên cơ sở hình 9,15 (mà ta cần vẽ trên giấy bóng] 

n7ơ < ISU” <(n + Ha 
D90 °/(n+l)<a < 90” /m. 
Hãy vẽ các hình minh hoa các trường hợp ø = l. 3, 3. Xét trường hợp 1 =œ. 
1ã. Trường hợp riẻnp đã xét ở $1, còn thí du |2 gợi ý ta một số vấn đẻ. Xem thí 
đu 16, E7 và I8. 

16. Nếu cho biết A, B và AX + XB thì quỹ tích các điểm X lá mặt của hình 
phỏng cầu đẹt (hình elipxon tròn xoay) với Liêu điểm À và B, các hình 
phỏng cầu như vậy là các mắt đồng mức. Lới giải cho ta linh phòng cầu 
mã đối với nó đường thẳng / đã cho là tiếp tuyến ở điểm X. Pháp tuyến với 
hình phòng cầu ở điểm X vuáng gốc với Í và chía đội góc AXP do tỉnh chấi 
của clip đã chứng mình ở §1 (3) và $2 (1): 

17. Hãy đạt tờ giấy gấp đôi làm san cho đường pấp trùng với / và môi nửa tờ 
giấy (nửa mặt phẳng) đi qua A còn nửa kia qua E. 

Đường thẳng ngắn nhất cẩn tìm tất nhiên là được vạch ra trên tờ giây gân 
đó. Trên tờ giấy gấp cũng như trên tờ giấy không gấp các đường thắng XÃ 
và XB hợp với dường 
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1Ñ. Hãy đồng chật vào A một đấu của băng cao su có độ dài thích hợp rồi làm 
cho bảng này trùm một que cứng ở điểm X và đóng chặt đầu kia vào B sao 
cho băng căng ra: như vậy, nó tạo thành một đường ngàn nhất mà thí dụ 15 
yêu cầu (nếu bỏ qua ma sáU. Trên điểm X có 3 lực tác dụng: hai lực câng với 
độ lớn bàng nhau, một lực hướng về A, một lực hướng về B và phản lực của 
que. hướng vuông góc với Ìl (vì ta bỏ qua ma sấu, Hình bình hành lực là hình 
thoi, và như vậy, pháp tuyến với / chia đôi góc AXB, như ta đã thấy ở thí dụ 
{6. Phản lực cua que không có lực thành phần song song với quc, và vì th, 
các lực thành phần của các lực căng, song song với que, phải có độ lớn bảng 
nhau (và ngược chiếu). Do đó, XÃ và XB hợp với ! hai góc bảng nhau, như ta 
đã thấy ở thí dụ 17. Ngoài ra, ta có thể chứng mình rằng các kết quả của thí 
đụ 16 và 17 là tương đương. nếu ta biết ít nhiều về hình học không gian (các 
góc tam điện băng nhau riếu ba phân tử tích hợp của chúng như nhaấu). 

19, Một băng cao su kín căng trên ba kim đan đóng chật. Phép biến đổi từng 
phản và thí dụ 16 hay thí dụ 18. Các đường phân giắc của ba góc tam giác 
cạt nHau ở tâm đường tròn nội tiếp. Thí dụ 3 là trường hợp giới han. 

2Ð. Môi định tam giác là trung điểm của cạnh hình lập phương. Tam giác đều, 
tâm của nó là tâm hình lập phương; chu vi của nó bằng 3 v6 ø. 

21. Theo nguyên tác biến đổi từng phần của §S.3 và §1 (4) hay §2 (2). TX, TY 
và TZ vuông góc tương ứng với ơ, b, và c và đôi một hợp thành những góc 
bẳng nhau (1207). Ta có thể gọi T là "trung tắm vận tải của ba đường thẳng 
chéo nhau”. Bài toán §1 (4) là trường hợp giới hạn của bài toản này: «, b và 
c trở thành song song. Có một sự tổng quát hoá hiển nhiên nhiều bài toán 
tương tư: trung tâm vận tải của ba mặt cầu, trung tắm vân tải của điểm, 
đường thắng và mặt phẳng, v.v... 


2%. Tâm hình lập phương tất nhiên là trung tâm vận tải của ba cạnh chéo nhau 
của hình lập phương. Hãy hình dung rõ ràng phép quay hinh lập phương đi 
120”, đổi chế ba cạnh chéo nhau đã cho và Vị trí tàm giác tìm thấy trong thí 
dụ 30, 

Muốn tìm đường ngắn nhất nổi hai điểm đã cho A và B trên tmàảt hình đa 
diện. hãy tưởng tượng mặt đa diện gồm các đà giác phẳng bằng bìa cứng. 
Các đa giác này có nút buộc chặt uốn cong một cách thích hơn, Hãy khai 
triển mãi đa diện này trên mắt phảng (trải phẳng bìa cứng lên hàn): đường 
ngắn nhất cần tìm trở thành đường thẳng nối A và B. Trước khi khai triển 
mãI đa diện, ta cần rạch nó theo các cạnh thích hợp không cắt đường ngắn 
nhất. VỊ ta chưa biết trước đường ngắn nhất cất các rnãt nào và các cạnh 
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não nén tạ cần nghiên cứu mọi tổ hơn có thể xảy ra, Báy giữ, ta quay vẻ bài 
toàn đã tiếu 7a, La VIẾếI các dãy các mật và nêu rõ đổi với môi dáy, bình 
phương Khoảng cách tháng từ con nhẹn đến con môi theo dãy đó: 

|1 Tường trước. trần. tường sau: 


(0.5 + 1Ò + 3,5) = 196. 
+) Tường trước, trần, tường bên, tường sau: 
(U.5+10+217+(2 + 3.5)” = 186.5. 
3} Tướng trước, trần, tường bên, sản, tường sau: 
(0,5+10+0,5)°+(7+4+2ƒ =I8ã: 


Trên mặt cầu, cung của đường tròn lứn là dường trắc đía, Đường tròn lớn là 
đường cong phẳng, mặt phẳng trên đó có đường tròn lớn và mái phẳng mại 
tiếp ở mọi điểm của nó. Mát phẳng này qua lâm mật cầu và vì vậy chứa 
toi pháp tuyến với mất cầu (mọi bản kính), đi qua các điểm của đường 
tròn lớn. Các đường tròn “nhỏ” không phải là các đường trắc địa. Thât vậy, 
mặt phẳng của đường trên “nhỏ” không chứa một pháp tuyến nào với Trãi 
cầu đi qua các điển của đường tròn “nhỏ”, 

Do đình luật bảo toàn nàng lượng, độ lớn của vẫn tốc của điểm không đổi, 
rắc dũ hướng vận tốc có thay đối, Sự khác nhau giữa các vcctơ vẫn tốc ở 
hai đầu củng ngắn của quý dạo của điểm tạo ra nhân lực trực giao với tHẤT, 
vì thế, hiệu của các vectơ này gần trực giao với mật, Đỏ là một tính chải 
đặc trưng của đường trắc địa: xem thí dụ 24 (21. Có thẻ xuy luân cách khác 
như sau: ta giải thích lực căng dọc bảng cao su của thí dụ 24 (2) một cách 
khác, bảng cách coi nó là vận tốc dọc quý đạo: tất cả các vectơ có cùng dò 
lớn và sự thay đổi hướng trong cá hai trường hợp là do phản lực pháp tuyển 
tao ra. 

Hãy chẳng khéo m cạnh tự đố vào mặt phẳng (mát bàn) đề thành lắp hình 
chúóp với mắt bên cân, đáy của nó là đá giác cần im. Thất thẻ, đáy nói 
tiến trong đường tròn mà tâm là giao điểm của đấy với đường củo hình 
chóp. Bán kính đường trồn là cạnh tạm giác vuông, cạnh huyền của tạm 
giác là bản kính của đường trên lớn. vẻ trên bia cứng, củn cạnh thứ lúa là 
đường cao hình chúp. 


27. Trong tâm ở gắn sản hết mức thì sẽ có cận bằng. Những khái điềm cơ học 


đưn piân như vậy cũng dú để gợi ra lữ giải cần Im: hãy lầy trên mật hình 
đá diễn P một điểm D mã khoảng cách CD là cực tiểu. Nghiên cứu sơ qua 


“A9 


:31151£1 
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cũng thấy rằng D không thể là đỉnh của P, không thể nằm trên cạnh của P 
và CŨ vuông gúc với mật F của hình đa diện P trên đó có D. 
u) Hãy tưởng lượng rằng bể mật Trái Đất hoàn toàn khô hết nước đề cho tất 
cả các núi, đềo và thung lũng phơi ra. Hãy giờ, ta chỉ đổ nước vào mội 
thung lũng. Phấn còn lại của bẻ mật Trái Đất có B núi, Ð đèo và E - | 
thung lũng và có thể cối như hòn đảo, Theo kết quả đã chứng mình trong 
bài thị: 

B+(K—-I)=Ð+*+l 
hị Xét các đường đồng mức và các đường của sườn đốc nhất, cặc dường này 
phân hoạch bẻ mát Trái Đất thành G “nước”; đó là thuật ngữ của thí dụ 3.2. 
Hãy lấy đủ số đường để mi điểm đặc biệt, núi. thung lũng hay đẻo, trở 
thành đính của phân hoạch như trên hình 9.16 và 9.17 và để không một 
nước não có ở trên biên giới của mình quá một điểm đặc biệt. 
Ta hãy “phân bố” đếu môi cạnh hay dưỡng biến giới cho hai nước mà nỗ 
phân cách. bàng cách cho rnồi nước Ì cạnh // 3 cạnh đó. Ta cũng phần bố 
tôi đỉnh của phân hoạch tương tự như vậy. Như vậy, trong về trái của cônE 
thức l¿uler: 

Bp—-P+G =2 


mỗi nước góp thêm một đơn vị vào G và một phần tương ứng vào Bụ và vào 
P. Ta hãy tỉnh sự đồng góp đó đối với các loại nước khác nhau. 

[- Nếu trên biên giới một nước không có điểm đặc biệt nào thì nước đó là 
hình tử giác, năm giữa hai đường đồng mức và hai đường của sườn dốc 
thất. Sư đóng góp của nó vào Bụ - P - Œ bảng: 


ã⁄Ö.-8#). l=g8: 
4 2 


lI- Nếu trên biến giới một nước có núi hay thung lũng thì nước đó là tam 
giác; xem hình 9.16. Nếu một điểm nào đó trong các điểm này là đỉnh 
chung của + nước thì sự đóng gép của mỗi nước trong các nước này vào 
Họ - P + G bảng: 


x“... 


| Ỉ 
|Ê at —3x—+tÌl=z~= 
+ nJ “ l 


- _ „ D, : Ÿ x* ' . Š ị 
va sự đóng gúp chung của tất cả nước bằng mm - =1, 
" 
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II- Nếu trên biên giới một nước có đèo thì nước đó là tứ piác: xem hình 
0.17. Sự đồng góp của nó vào Hụ — P + G hẳng: 


[3xs+e |=4x-+l=~z 
4 8, 2 ` 


.. 
~ 


và sự đúng góp chung của cá § nước có đèo này là định chung, bảng: 


Tính chung tất cả các phần đóng góp theo công thức Euler bằng: 
B+K-D=ẻ°. 
c) Phép chứng minh sử dụng khải niềm “nước lũ”, thực chất không phải là 
thí du của "toán học vật lí”: nó sử dụng các khái niềm liên quan tới kinh 
nghiệm hãng ngày chứ không liên quan tới một lí thuyết vắt lí đặc biệt nào. 
Mi ấn ý trong câu hỏi (bì của thí dụ của ta dẫn đến sai lâm: nó hình như làm 
ta nghĩ rằng B, K và D vẻ phương diện nào đó tương tự với Ö, Bị; và P, diều 
không bao giờ xảy ra. Tuy vậy, đó cũng là môi ấn ý có ích; nó hướng tạ chủ 
ý vào đỉnh lí Euler, Điều đồ tất nhiên là hoàn toàn tự nhiên: các ý kiến 
hướng dẫn ta giãi các bài tập, đôi Khi hoàn toàn sai lắm, tuy vậy vàn cô ích. 
a] Gọi r¡ là thời gian hòn đá rơi, !; là thời #ian mà sau đó Hệng động tới 
Han. Khi đó: 
5; 
ti t+.di ¬ # L2. d<= Ca. 
Khử ?¡ và r; và giải phương trình bắc hai, ta có: 
lộ , N.. F ý SẼ bán? Szn 1/2 
d5 -- coøy H2 + (20g81 2+e”. ? 
V]ìz=Ú thì =0, nên ta chọn dấu công (+). 
rên TÊN ST 

bì d= gt/2 — ấ TF HGL??Faa 

lủ qua các số hạng không viết ở trên đây, ta có thể coi hai số hang giữ laI 
như mót công thức gần đúng thích hợp. 

e3 Thất điển hình là dựa trên các quan sát vật lÍ, ta cô thể tiến đoán số hang 
chính của sự khai triển và cả dâu của sai số. Phương thức toán học, ma tả 
sử dụng để tìm ra công thức gắn đúng thích hợp. cũng diện hình: ta khai 
triển thiểu thức đối với d) theo luỹ thu của đai lượng nhớ (thời gian 0): SỐ 
sánh với $5.2. 


s1 
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3Ú. Ciương cÌìp Hrở thánh gương parabol, nương này HỘI tạ ở tiêu điểm Lãi ca 
cúc Ha sáng chiếu vào nó song song với truc gương, Môi gương parabol như 
văy là bộ phản chủ véu nhất của kính thiên văn phản xa: 

31, Các biến số trong phương trình được tách ra. Bằng các biến đổi hiến nhiên 
tĩ được? 





¿172 
LẾ nh độ, j 
[3Œa vàp môi biến số phụ Œ, ta đất: 
\ xí? 
| ` ị mac LỆ yết, 


và được: 
w=esin@, + =c lo - (123m 2]: 

Nhớ phép tính tích phân, ta tìn được v và phải chón hàng số tích phản sáo 

chợ đường cong đi qua gốc toa độ: từ t§ = D phải suy ra x = y = Ú- Đặt 2ø = /, 

c= ^w, ta được phương trình thông thường của xicloi: 

+7 ~ smf} y sư {l = cosf!. 

“©iloil này đi qua điểm A là gốc toa độ. Nhánh thứ nhất của xiclöil (ứng 

" s/Ÿ -lI To. T1 _ 88 1 : # Áp # . ETIP E LN. " k`-. t b t h Sử 

với D << 2ñ} đi qua diểm B đã cho chỉ với môi 811 1T của ở. Để thấy diều 

dó, La SẺ cho ¿ biến đối từ 0 đến +; khi đó xicloit sẽ "trương lên” QUẾT cóc 

phần tr mắt phàng. và khi trương lên tới kích thước thích hợp sẽ đi qua H. 
343. CHả sử # lá bán kính hình cấu (như ở sai, H - chiều cao cầu phân, V - thề 

tich của nó và C - thể tích hình nón cung đáy với cầu phân và cùng chiếu 

cao 0. Ciếc tòa độ (điểm Ö trên hình 9.13) Eà đính chung của cầu phân và 


hình nên. Từ hình học sơ cấp vã phương trình đường tròn, nêu ở §5, ta có: 


z(1nh — lÝ 


§ 
THhC 
ma 


ẳ 


Hãy xử dune hình 9.13 nhưng hãy giờ chỉ xét các thiết điện ngàng cách Ö 
tới khoảng cách ‹, trong đó < v« j. Chuyển từ sư căn bản của các thiết 
điện ngang. biểu thị bằng phương trình LA) sang sự cân bảng Cử Các vái 
thể (cầu phần. hình nón - nhưng không phải hình nón thể tích Ó - và hình 
[r2 ta tìm thấy: l 


# : “P : ta Ñ, 
qi{ V.:‡ th M3] == th ¿ Ir(3uì'h: 


+92 
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Từ đỏ: 


rat : : 
£hh (3u HỊ.. ta - 8) 


V= Vêy 


3 ¿2 ứ <=-l) 
~ữ ~ li là chiếu cao cầu phần phu. 


444, Hay viết phương trình dường trên xét ở $5, dưới đang: 
k 3 k 
“UV” = Xfý” +:UCV”. (ÀJ) 
Hãy giữ chí treo 77, thiết điện ngàng của hình nón, vào điểm H của hình 
kd¿. >2 * °. ccủ * m “IÊP, Pu : ằ 
9,13, thiết điện ngàng my” của hình cầu và thiết điện ngàng 7 của hình 
nón khác (toàn đang với hình nón thứ nhật) vẫn giữ nguyễn ở vị trí tran đâu 
của nó (với hoành độ v). Hãy xét Ú < c< ở, hãy chuyển sung sự cản băng 
của 3 vật thể; gọi + là hoành độ trong tâm của bản cấu và nhớ lại vị trí 
trong tâm hình nón (Khoảng cách của nó từ đỉnh bàng 3/4 chiều cao): 
2 T 1. ; h 
2unu d- x2#œ” (3wl4)xa a 
3 K 3 
_ „3đ 
XÃ —=— 
Ñ 
Hãy giữ nguyên tác các kí hiệu của thí dụ 33 nhưng thay đổi các kí hiệu 
cứ thí dụ 334 về mội phương diện: r bảy giờ là hoành đồ trọng tâm cầu phân 
chiều cao ý. Hãy xéLD < x < h, chuyển từ (AÁ) của thí dụ 34 sang công thức: 


(E) 








35 


Ä 


24. nh l3 = xV + hi) nh h3 
néu chú ý tới gHí trị V tìm dược ở thí dụ 33, thì điểu trên cho ta: 
x h+4dGa-h) 
b~x h3 2(a~—Íl0- 


36, GHi sử ú là chiều cao, V là thể tích cầu phân. Hãy viết phương trình thông 
thường của parabol dưới đạng: 





" ~ 
2H9:7U\ˆ = vni(20)~. (Ä) 


hị § : ă lv tr vi 
Hãy chú ý thiết điện ngang œv” của hình parabol và Hết diện ngàng (2) 
của hình trụ. Xét Ú < v < và chuyển từ sự cân bằng của các thiết diện 
ngang sang sự cản bảng của các vật thể, ta được: 


3n. =(hJ3)nUpYh (#) 
6. nuh = 3/2) 12niHh/3). 


Chủ ý rằng theo phương trình của parahbol thì r2 nah là đây câu phân. 


203 
hftps://tieulun.hopto.org 


địt 


tớ 


cu 


Hãy eiữ nguyên các kí hiệu của thí du 36 và giả sử v là hoành đô trọng tâm 
của cầu phân. Bãy giờ hãy việt phương trình parabol đưới dang: 
Vy đe 20x” (Â) 

1 * x * * ` “. x 
Hãy chú ý zz\”. thiết diện ngàng của hình nón. Xét ÖD < v < h và chuyên từ 
các thiết diễn ngang sang các vật thể, ta được: 

kàó - tị 
xV=30.rhˆ (h/3) 
và do đó. theo thí dụ 36: 
F = 23. 

„ = Ö: thể tích hình lăng tru; diện tích hình bình hành; ø = I: diện tích tam 
giác trong tâm của hình bình hành hay của hình làng trụ; ø = 3: thể tích 
hình nón hay hình chóp, trong Lâm tam giác; n £ 3: trong tàm hình nón hay 
hình chóp. 
Căn chủ ý rằng nhương pháp của Archimede như nó được trình bày ở đây, 
Ớ §Š và ở các thí dụ 3Š - 3%, cùng hợp với giáo trình hình học giải tích và 
có thể làm cho vấn để này (vấn để mà trong cách trình bày thông thường 
rất dế trở thành khó khan và tẻ nhạt) có một sư hấp dẫn mới. Những mệnh 
đẻ của “phương pháp” mã ta không bàn tới cũng có thể xét và sử dụng một 
cách tương tư. 
32. Không có lời giải. 


CHƯƠNG X 
Khóng. Khuyết diểm không đến nỗi nghiêm trong lãm: có thể xác lập sự 
Lỗn Lại của cực đại bằng định lí tông quất đã dẫn ra ở chương VHI. 
Công thức tường mình dã cho trong lời giải của thí dụ R41 chứng tỏ rằng 
A"*(p= alq?= DỤ? — c)ð — d) và đẳng thức chỉ được thoa mãn khi và chỉ 
khi y = ISU”, tức là trong trường hợp tứ giác nội tiếp đưỡng tròn. 
Cả sử A, B và C là những đỉnh liên Hếp của một đa giác đếu n cạnh và M 
là trung điểm của cạnh BC. Bạn hãy thay thế tam giác ABM bằng tam giác 
cân ABM (trong đó AB = BM) có cùng đáy AM và cùng chu vi và do đó. 
có điền tích lớn, xem thí du 8.8. 


Nếu tả biếu diện cả hai diễn tích qua z là bán kính hình tròn và qua ø là số 
cạnh của đa giác thì còn phải chứng mình bất dàng thức: 
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KP | uy 
H tan | z ¿ d) 

Nếu nhận xét răng đa piấc đếu có thể ngoại tiếp đường tròn và két quả 
muốn tìm là trường hựp riêng của thí đụ Š thì kết quả đó sẽ còn đếp hơn, 
Đa giác diện tích Á và chủ vì Ì. ngoại tiếp hình tròn bán kính r. Khi dỏ, 
hiển nhiên là rˆ < ứ. Các đường thẳng vẽ từ tâm đường trön tới các điểm 
của đa giác sẽ chia nó thành những tam giác có đường cao chung r, vì thể 
AÁ =1. Sau khi kết hợp cả hai kết quả thu được, ta có: 


Ả = 





— 3X£2990364000c 
4A 


b}T Tuyến 
lr | ly # 
1" 

\ | 13z 
- - 


" 


Như vậy vn đúng bảng diện tích của hình tròn có chủ ví L, 
đòa 


Giả sử A là điện tích và L là chu vĩ của hình đã cho. còn r là bản kính hình 
trön có cùng chu vi, tức là L = 3m, Gia sử A„ là điện tích, L.„, là chủ vì của 
da giác P„ mã khi ð —> +, đa giác này tiến tới hình của ta sao cho Á„ tiến 


tới A và L„ tiến tới L. Ta xét đa giác P„ đồng đạng với P, có chư vị L., diện 


h, 





tích của P„ bằng A| —=|, VI F„ có cùng chư ví với hình tròn bản kính +, 
L7 r-81. đ 
'. „ÁP 
` : Ciàm 
cho nên từ §7 (4), ta kết luận ràng: Á„| — | < #”: 
\ An z 
: 2 
ị „ _ ị 1 ) 
Sau khi chuyển sang giới han, la được: lim 4, 7Ì = A + „.. 
H~+*z H 


Điều này xác nhận kháng định | ứ §8. Tuy nhiền. đoạn vẫn đã trình bày ởứ 
§7 (51 có thể gây ra những ý kiến phản đối: ta không chứng mình rõ rằng 
rằng A <zm^ như ý chững đoạn văn này đã khẳng định. Thật vậy, khi tà 
chuyển sang giới hạn, điểu kiên < có thê biến thành Š. 
Cá hai khẳng định đều tương đương với bất đãng thúc: 

216V” „ 


Ti lạ 
& 
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ÂU, 


Ì 


r# 


13. 
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V biếu thị thẻ tích, 5 là điện tích mặt ngoài của hộp, ứ §&.6 ta đã chứng 
mình trực tiếp bất đăng thức này. 

Tính chảt tương đương của Í, H và HH được chứng mình bằng cùng môi 
phương pháp như tính chải tương đương của Í, II và HE trong š5S, Tuy nhiên, 
Ï KHông tương đương với L Thật vậy, Ú, dưới đang tường mình, đã phủ 
nhận kia nàng vận côn là ngoại lệ trong LL Khả năng này là hình không 
phải là hình tròn, có thể có cùng chủ vị và diện tích nhữ hình tròn, Lập luàn 
ý; (3h như nó đã dược mở rông ở thí dụ 6, chứng mính Ì nhưng không 
chứng mình Ï; nó chứng rninh răng š là đủ dối với ï nhưng không chứng 
mình răng < là cắn đối vớt È, 

Toàn bộ lời giải của bài toán nêu ra chỉ như là bổ sung vào Í ở $&, đó mới 
Chỉ là cần đẻ suy ra L từ thí dụ 5. Dưa vào các văn để khắc (xem các thí dụ 
1Ô; T3) tà thấy điều đó cũng dụ để chứng tô tấm quan trong của bài toán này: 
Cú sự C” là Hạam giác nhỏ nhất chứa C, L7 là chu vì và A" là diện tích của 
Hö, Khi đó hiển nhiên rằng L”<L và À”< Á, Thay chủ C”, tí ÌấY một tam 
giác đông đang Ê: cô chu vị t¿ diện Hch của C' bảng : _ 


Ñ =Á 1y XÍN: 3 Ả 


IXệUu C là hình bái kì nhưng kháng phối là lính lố: thì bám đầu ta hãy xéi 
hình lôi C” nho nhất, chứa €, rồi thì xét hình C° đẳng dạng với C! nhưng có 
chủ vi băng chủ vị của €, Có thê lặp lại toàn bộ lập luận của thí dụ 1Ù cho 
tới bất đăng thức cuối cùng trong tỉnh huông tổng quất hơn này. 

Han hãy lấy hai điểm P và Q khác nhau trên đường cong kín K giới hạn 
hính €. Trên K phải tim mội điểm thứ ba R không năm trên đường thẳng đi 
qua P và Q vị K không thể Hoàn toàn được chứa trong đường tháng, Ban 
hãy xét dưỡng tròn đi quá P, Q và R. Nếu dường trồn tiày không trùng với 
E thị trên K phái tìm riốt điểm thứ tư 5 không năm trên đường tròn: hài 
tuần của thí dụ 9 tương đương với bài toán của thí du 13, 

Nếu C là hình không lồi thì phép dựng mà tì mong muốn sẽ cho thí du 11. 
Nếu € lả hình lồi thì P, Q,R vã 5 theo một trát tự Hào đó là định của tứ 
giúu lôi. Hình tạo nên từ tú giác nầy và bốn viên phản. Mi viên phân 
dược giới han bơi canh của tứ giác và mội trong bốn cung mà trên đỏ các 
điểm P, Q, R và 5 chia đường cong giới han C. Theu ý kiến củi Steiner 
(xem 353 (2) hình Hồ,5 và IÖ:41 ta coi bốn viên phần này như là những hình 
củng (Hãm bảng Bìa cứng) và được gần chảt vào các cạnh tương ứng của tử 
giác mà ta coi như là hình có bốn khớn mềm tai bốn đỉnh, Đa đùng kí hiện 
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của thí đu 8.41. Khi đó, theo điều kiên cơ bản của ta e # 180”. Một sự di 
chuyển nhỏ của tứ giác ghếp bởi các khớp này cũng làm biến đổi £ thành z'. 
Ta lấy £' gắn £ sao cho bốn cung gắn chặt vào các cạnh nhưng ván chưa 
tao thành đường cong tự cất Ð, giới hạn hình C” Ngoài ra, ta hãy chọn £ 


ớt củ C1. 
Íg':- t80"| < |z - 180°| 


Từ đó, theo công thúc đói với Aˆ đã cho trong lời giải của thí dụ 3.41, ta 
suy ra rằng diện tích của C lớn hơn diện tích của C. Tuy nhiên. đường giới 
han của C' cũng gồm bổn cung như đường giới han của C; Cˆ và € có cùng 
tót chủ vì. 

14. Cả hai suy lí này có cùng một hình thức logic. Tuy nhiên, suy Hí thứ hai dẫn 
tới một kết quả sai lắm hiển nhiên nên né phải là một suy lí không đúng. 
Thành thử, suy lí thứ nhất cũng không đúng nổi, mặc dù nó nhằm đạt tới 
kết quả có thể là chân 1í, Suy lí thứ hai thực tế là một lời trào phúng tế nhị 
đối với suy lí thứ nhất. Nó là của O. Perron. 

Sự khác nhau giữa hai trường hợp này phải là một hiện tương ngoại lại nào 
đó không được nhắc đến trong đoạn van đã trình bày. Không có một số 
nguyên lớn nhất, Vấn đề chỉ là trong số tất cả các hình đẳng chu có một hình 
cỏ điện tích lớn nhất. Tuy nhiên, ta vẫn chưa biết điều đó từ các thí dụ EÓ.13. 

I5. Hình C không phải là mệt hình tròn nhưng có cùng chủ vị với môi hình 
trön náo đó. Theo thí du 6. diễn tích của C không thể lớn hơn diện tích hình 
trăn, Irong trường hợp ngược lại, như ta đã biết từ thí dụ 1Ô.15 sẽ có môi 
hình khác mặc dù có cùng chu vĩ như hình tròn nhưng lại có điện tích lớn 
hơn. Theo khẳng định đã được chứng minh ở thí dụ 6 thì đó là điều không 
thế có được. 

l6. Trên hình 10.13 hai điển A và B đã cho được nối với nhau bằng đường 
thằng và đường cong hiến thiền, cùng với rmiễn bao quanh. Ta xét độ dài 
của đường cong và điện tích của miền này. Trong đoan văn trình bày ở trên, 
ta đã coi độ dài đường cong như là một số đã cho và 1a tìm cực đại của cién 
tích của rniền, ở đây ta đã coi diện tích như là một số đã cho và ta tìm cực 
tiểu của đó đài. Trong cả hai trường hợp lời giải chỉ là một, đó là một cung 
của đường tròn. Ngay cả nhép chứng mình về thực chất, cũng là như nhau, 
ử đây cũng như ở trên, ta có thể sử dụng hình 10.14. Cố nhiền vẫn có môi 
khác biết hiển nhiên, hình viên phân (không gạch chéo} của hình tròn trén 
Hình IU.14 bảy eiờ được dựng theo điện tích đã cho chứ không phải theo 


^0” 
*0 FH§1,£\ 1390; 
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chiêu dài đã cho. và bây giỡ ta không sử dụng định lí E của thí dụ 8 mà sử 
đụng định lí H. 

Bạn hãy dùng thí dụ 1Ä, hãy đồng nhất các điểm X và Y hình [0.11 tương 
ứng với các điểm AÀ và B hình 10.13 và hãy thêm vào hình LÔ.13 tam giác 
khóng biển đói XYC. Sẽ đạt tới cực đại khi đường có chiều dài đã cho là 
TIỘI cung của đường tròn. 


1? 


l8. Ban hãy coi đường CY trên hình 1Ô.LE như tmmnột tân gương. Ca sử XÃ” là 
ảnh phản xa nương của X và bạn hãy ứng dụng thí du 17 vào gúc XCX và 
vào hai điểm đã cho Á và X trên hai canh móc. Cưc đai sẽ đạt được khi 
đường có chiếu đài đã cho la một cuneg của đường tròn, vuông nóc với CY 
tái điểm Y. _ 

19, Bạn hãy ứng dụng phép biến đối từng phần. Hãy coi điểm X như là một 

điểm cố định: theo thí dụ I§, lời giải là một cung của đường tròn vuông 

tóc Với CY. Hãy coi điểm Ý như một điểm cố định: củng của đường tròn sẽ 

vuônp ốc với CY. Cuối cùng, lời #Hú là một cùng của đường trồn vuông 

uúc với CX và CY và do đó, như đã giá định ở Š9, tâm của nó ở tại điểm C. 


# 


3(I. Cực đại sẽ đại được khi đoan thẳng vuông góc với phân giác của góc. Nếu ta 
hiết trước rằng chỉ có môi lời giải thì lời piải đó được suy ra Lừ sự đối xứng. 
Không cần sự thừa nhân ấy, kết quả này cũng được suy ra lừ thí dụ 8.58 (2). 

21. Thcø quan niềm của hình LÔ.14, cực đai sẽ đạt được khi các sựi đãy BC và 
DA là các cùng của cùng một đường trồn mã các gây BH và CŨ hà các 
đây cung. 

31. Đường cong kín gồm 2# mẫu, 0 gây xen kẽ n sợi dây. Đường cong này sẽ 
giới hạn một diện tích cực đại khi tát cả các gây là những đây cung. còn tãi 
Cả các sơi đây là những củng của cũng ruột đường tròn. 

23. Khi tất cả các sợi dãy trong thí dụ 32 có chiều dãi Ở, tủ sẽ được §% (2) và 
hình 10,3 và 18.4. 

24. Tương tự thí du l6: đĩa cứng, mãi biến thiên có diện tích đã cho và đường 
trúủn là mép của ca đĩa và mãi, tương ứng tương tự với sây, sợi đây và cập 
điểm À và B. Ta ứng dụng phương pháp của thỉ du 16 (trên hình 10.14 bạn 
hãy quav đường tròn / xung quanh đường kinh thắng đứng của nó, bạn 
cũng làm như vậy với viên phân trong phần dưới của hình TÍ nhưng bạn hãy 
biến đối phần trên của nó một cách tuỳ tiên hơn), Sau khi thừa nhận định lí 
đẳng chu Irong không gian, ta được: thể tích bị giới han là cực đai khi mật 
có diện tích đã cho là mốt phần (một đới cầu cùng mớt đáy) của mặt cầu. 
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25. Bạn hãy lấy ba mất phẳng vuông góc nhau và không cần chứng mình, hãy 
ứng dung định lí đẳng chủ vào không gian. Khi đó góc tam diện sẽ biển 
thành góc bát diện và bạn có thể sử dung tương tự không gian của hình 
I0.12. Nhờ có sự phản xa liên tiếp qua ba mật phẳng. mãi cải góc bát điện 
sẽ biến thành mặt kín, điện tích của nó và thể tích do nó giới hạn tương ứng 
lớn gấp 8 lán diện tích và thể tích đã cho hị mãt ban đầu cát ra, Mặt kín có 
diện tích đã cho giới hạn thể tích cực đại là một mặt cầu, thành thử, trong 
trường hợp riêng của bài toán này, cực đại sẻ đạt được khí mật có điện tích 
đã cho là một phần (1/8) mãt cầu có tâm tại đỉnh của góc tam diện. 


t⁄v 
= 


Cấu hình được xét trong lời giải của thí dụ 25 là trường hợp riêng ð¡ = 2 của 
tình huống tổng quát sau. Có ø + Ì mặt phẳng; z mật phẳng đi qua cùng 
môi đường thắng và chia không gian thành 2# phần bằng nhau (góc nhì 
diện), còn mãt phẳng cuối cùng vuông góc với m mặt phẳng đầu, 0 + 1 mãi 
phảng này chia không gian thành 4ø góc tam diện bằng nhau. Đối với mỏi 
gốc tam điện này, ta ứng dụng phương pháp phản xạ nhiều lần như trong 
thí dụ 25. Phương pháp này sẽ cho cùng một kết quả: thể tích được cắt ra 
xẽ ld cực: đạt khi mất cô điện tích đã cho là một phần củu mặt cấu có tắm 
tt (ÑHẴ của góc tạm chién. 

(Hãy còn ba câu hình chứa góc tam diện mà nểu áp dụng phương pháp này 
đối với chúng, ta sẽ có cùng một kết quả. Những cấu hình này Hiến hệ với 
các đa diện đều: cấu hình thứ nhất - với tứ điện, cấu hình thứ hai - với hình 
lặp phương và bát diện, cấu hình thứ ba - với thập nhị điện. Việc nghiên 
cứu chúng mất nhiều công sức hoặc cẩn có nhiều hiểu biết trước hơn, vì 
thế, tá chỉ liệt kế chúng trong một bảng sau, bắt đầu từ cấu hình đơn giản 
đã được mô Lả ở trên, 





Các "mất phẳng” đó là những mặt phẳng đối xứng, “các phần của không 
gian" là các góc tam diện và các "góc" fạo bởi ha mặt phẳng giới hạn một 
góc tam diện. 

12qỤ 
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vĩ 


3(H) 


„ Đoan thăng ngắn hơn: | < = 


Lẻ tự nhiên là tạ giá định rắng kết quả vẫn còn có hiệu lực đổi với mọi óc 
tam điện. Cha thuyết này được củng cố bằng quy nạp qua các trường Hợp kể 
trên cung như qua sự tương tí giả thuyết thu được tương tự như thế đối với 
các góc trén rãi phẳng (§9) và được chứng mình (thí dụ Lộ}. 

Tất nhiên, ngay cả khi mở rộng giá thuyết này ra các góc đa điện ở đây, ñ 
thất ta cũng có thể tìm được một trường hợp giới han có thể kiểm tra được. 
Ta gọi hình nún” là một phần vô hạn của không gian do một góc nhọn 
pháng tạo nên khi nó quay xung quanh một cạnh của nó. Ta tìm được mài 
có diện tích đã cho cát phần có thể tích cực dại ra khói hình nón này. Có 
thể chứng mình rằng ( Í} mật này là một mãi trên xoay (2} là một phần của 
mặt cầu và (3) lâm của mãi cầu này là đỉnh của hình nón, ở đầy tủ không 
thể đi sâu vào chỉ tiết nhưng cần nhận thấy rằng phần (2) của phép chứng 
trình được suy ra từ thí dụ 34 cũng hẳng một phương phần như lời giải của 
thí du 17 suy ra !ừ thí dụ lÊ. Bài toán được phát biểu trong tư du 35 do 
Seiner đặt ra, đù sao nó vẫn còn chờ đợi một lời giải đầy đủ. 

Nêu niên diện tích Á có hai phân tuyến không có điểm chung thì chúng đã 
chia À thành ba miền cơn. Hai trong ha miễn này có diễn tích A2, củn 
miễn thứ ba có điện tích bảng B, hiển nhiên đó là điều không thể có được. 


#3 


®% Xếmn ở 


em thí dụ 30. 


- la gHi sử rằng các mùi của phần tuyến đã cho nầm trên hai canh khác 


nhau, cắt nhau tại đỉnh Ô nhưng không một mút nào trùng với Ö. Nhờ có 
những phép phan xã thích Hợp (quan niệm của hình LŨ,12) ta được sảu Lam 
giác bang nhau mà môi trong sấu tam giác ấy là lam giác ban đầu và sấu 
cung bảng nháấu mà một trong sáu cũng đề là đường phần tuyến đã cho. Sảu 
tin giác này tạo thánh mội lục giác đếu tâm Õ. Sáu lục giác và đặc biết, 
Lao thành điểm Ö là giao điểm của ba trục đối xứng của đường cong. Nếu 
độ dài của phần tuyến là cực tiểu thì đường cong kín phải là đường tròn 
hoặc là hình lục giác đếu, tuý theo chó, tất củ các phân tuyến (thí dụ 30 
này) hay chỉ có những phân tuyến thăng (thí du 20) được thừa nhân: ta phải 
sự dụng định lí H của Hư dụ 5 hay mội cách tưỡng ứng. sử dung định lï liên 
lợp với định lí š7 (1). Lời guải của thí dụ 3U là một phần sáu của đường 
trön cú tầm tại một trong các đính, lời giải của thí đụ 2Ø là một đường 
thắng song song với mội trong các canh; trong môi trường hựp đều có bá 
lời giải. Phân tuyến đã cho có thể chiếm một vị trí khác nào đó (cả hai mút 
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4. 


+ Phản tuyến ngắn nhất tủa một nưến bất kỉ hoặc là một đoạn kHiểnh hưặc là 


trên cùng một cạnh hoặc tại củng mớt đỉnh v.v...) nhưng việc xết các 
trường hợp này xác nhân kết quả thu được. 


- Giả sử O là tâm của hình trön. Nếu đoạn thắng PE' được điểm Ö chia thành 


tui phần thì ta sẽ gọi các điểm P và P là những điểm đối lập nhau. Tá sẽ 
mọi lai đường cong là đối lập nhau nếu một trong hai đường cong góm 
những điểm đối lập với các điểm của đường cong kia. Bây giờ, giả sử Á và 
B là các mút của phân tuyển mà ta kí hiệu gọn là AB. Giả sử các điểm A'. 
B' và cung A'E' tương ứng đối lập với À, Ð và AB. Khi đó A'B là phân 
tuyến, Giả sử P là điểm chung của AB và Á'PE' thí dụ 27) còn P' là điểm đổi 
lập với P. Khi đó cả P' cũng là điểm chung của AB và ÀA'H. Giá sự À, P, P 
và B sẵn xếp theo thứ tự này trên AB và giả sử PB là cung ngắn hơn (không 
phải cung đài hơn) trong hai cung PA và PB. (Có thể lựa chọn như thế 
được, thực tế là nó chí phụ thuộc vào kỉ hiện). Ta hãy xét dường cong gồm 
hai mẫu: các cung BTP (phân tuyến AE) và cung PB (phân tuyến AB). 
Đưỡng cong này (l}) ngắn hơn (không phải dài hơn) AB, và (2) dài hơn 
(không phải ngắn hơn) đường kính BB, đường kính này là đường trực tiến 
nói B với B, Từ (1) và (2) suy ra rằng AB dài hơn (không phải ngân hơn) 
đường kính BH, và đó chính là định lï. 

Trục nhỏ. Xem thí dụ 33. 


mặt cung của đường trên. Xem thí dụ I6. Nếu miến cỏ tâm đối xứng 
(chẳng han, hình vuông, hình tròn, hình elip có tâm đổi xứng còn hình Lạm 
giác đều khỏng có tâm đối xứng) (h¡ phần tuyến ugắn nhất là một đaan 
thẳng. Phén chứng minh hấu như giống với phép chứng mình đối với hình 
tròn (thí dụ 31). | 


.‹ Thưc tế cũng giếng như thí dụ 27. 
- Thi dụ lô. 
. Trong cả năm trường hợp mãi phẳng của phân tuyển ngàn nhất đi qua tâm 


của mắt cầu ngơài LIẾP. 

Hình tứ diện: hình vuông trong rmät phẳng song song với hai cạnh đối điện, 
3 lời giải. 

Hình lập phương: hình vuông trong mãi phảng song song với môi Irong các 
mặt, 4 lời giát, 

Hình thập nhị diện: hình thập giác trong mật phẳng song song với mới 
trong các mặt, 6 lới giải, 
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3ã. 


33. 


41. 
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Hình nhị thập diện: Hình thập giác trong mại phẳng vuông góc với trục nối 
hai định đối diễn, 6 lời giải. 
Phép chứng minh trong bốn trường hợp cuối cùng vạch ra một nhận xét 
chung, xem thí dụ 39, 
Cả sử O là tâm của mát cầu. Bạn hãy xác định các điểm và các đường 
cong đối lập như trong thí dụ 3l. Giả sử b là phản tuyến. Khi đó cả b, 
đường cong đối lấp đối với b cũng là phân tuyến, b và Ù có một điểm 
chung P (thí dụ 34). Cả điểm P' đối lập với P cũng là điểm chung. Các điểm 
P và P chia ð thành hai cung, mà không một củng nào có thể ngắn hơn 
đường ngắn nhất nối P và P' là nửa đường tròn lớn. 
Bốn trong nàm hình đa diện đếu (tất cả, trừ hình tứ điện) có tâm đếi xứng. 
Mặt kín có tâm đổi xứng sẽ có phân tuyến là đường trắc địa. Phép chứng 
minh hầu như cũng giống với mát cầu (thí dụ 37). 
Ta nọi z là khoảng cách từ giới han của mật chân đến đính của nó. Điện 
tích của mặt chân bằng xi”, Giả thuyết này dẫn tới Archimmede. So sánh với 
thí dụ L1.4. 
1) Nếu tâm của hình cầu § là đỉnh của mặt chắn thì ở = a, xử” = mứ”. 
3) Giá sử ƒ là đoan thẳng nổi tâm € của hình cầu § và tâm C' của mặt cầu 
rằ mội phần của nó là mặt chân, Giả sử A là giao điểm củn / với giới han 
3, cùng với C ở cùng môi phín của C và giả sử D và B là những giao điểm 
của Í tương ứng với mät chắn và với mặt nhâng của mép mặt chắn. Nếu mật 
chăn chín thể tích hình cầu S thành hai phần thì các điểm À, B, C và D sắp 
xếp theo thứ tự này trên đường /. Điểm B lä điểm của đoạn thắng / gắn mép 
của mãt chắn nhất và D ở xa giới hạn này trơn C. Thành thử ¿j > ø, mứ” > r., 
3) Giá thuyết: Không mãt nào chia đôi thể tích hình cầu bắn kính ø lại có 
điện tích nhỏ hơn `. Phép chứng mình có thẻ là khó hơn, 
1) Cực đại ƒ = na” đạt được, khi 

q1 = + =...= 1, = | hay 1 
Cực tiểu ƒ = Ô đạt được đối với tập hợp vỏ hạn các hệ khác nhau #ticiey 
khi n š 3: 
3) Cực đại, cũng như trước, là duy nhất; cực tiểu £= ø đạt được khi: 


l2 
wuen" A 


tạ =,..=1 =0 


và trong  = Ì trường hợp tương tự: 
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43, Giả thuyết này đúng đối với các hình đa diện đều với các đỉnh có ba cạnh 
rhhưng không đúng nếu đình có số cạnh lớn hơn bà. 


40. 43. Không có lời giải. 
CHƯƠNG XI 


ä} có: b) không: œ không cần, diện tích bằng ¿/J2. 
d) có; h} không: œ và B không cần, diện tích băng mùi. 


vs. sổ: m=— 


?m+h không phụ thuộc vào đ. Giải bằng phương pháp Archimede hay bảng 
phép tính tích nhàn: Lừ t+ VỶ +ử, SUY Tả: 


tr 


`: tr. h x 
xl“HhếẾ vo « TẠP, đy n 
vị. = *W .#ữ+? [ cát Y +. — ÄX:= nh. 


Ẹ - = Ÿ 
đất j d | VN 


4. Giả sử h là chiếu cao của đới cầu mà ta phải tính điện tích. Từ các tam giác 
vuông đồng dang có ñ : ø = d« : 3b và như vậy, diện tích muốn tìm băng 
2h = da” không phụ thuộc vào 6. Khi ð = ¿/2 đới cầu sẽ biến thành mật 
cầu toàn phần, còn khi b = =, đới cầu biến thănh hình tròn. So sánh với thí 
dụ 10.39. 


5. Ban có nhân thấy có sự tương tự với các thí du 1.3 không? Có thể tìm được 
thể tích hình cấu có lỗ hổng băng phương pháp sơ cấp hoặc bảng cách ứng 
đụng hình học giải tích và phép tính tích phần như: 

Hs hẺ 
ƒ „#y dkx—#M. h= 
SN Tên Õ 
...n.....ẻ là. : h 
\ 7# =z và yw¡ là tung độ lượng Ứng với x= En 
ú. — không phụ thuốc vào ¿ và h, Giống như cách giải thí dụ 5. Cách gan 


này có liên quan với cách giải của thí dụ 7. Trong trường hợp hàn hữu 
œ = b = U, viên phần biến thành hình cầu toàn phần đường kính ñ. Nếu ñ 
nhỏ thi hiệu giữa Mũ và V thấy ngay bằng trực giác là rất nhỏ. 

7. xc” h/6 không phụ thuộc vào z. Nếu c = # thì hình nón suy biến thành hình 
trụ và ta có trường hợp 2 và thí dụ 5Š. Lời giải giếng như lới giải của thí dụ 5, 


303 
hftps://tieulun.hopto.org 


1. 


¡d. 


Nếu Ð là góc toa độ và OX là trục x thì phương trình của đường tròn và của 
đường parabol trên hình L1.3 ứng là: 


"+ 


z Ẽ: £, X. 
W >—d} *y <?r,2pxr=y. 


Chả sử vị và +; là hoành độ của các giao điểm của hai đường cong này, 


tị < xạ, Khi đó x; ~- xị =bh và thể tích muốn tìm bằng: 


2 l§ |z? -(ửfˆ~ 20x ta =1⁄ Ệ (x¿ =xMx~x,)đx = .S 
không phụ thuộc vào r và ở; bạn hãy thay thể x - vị =z. Tả đã sử đụng 
nhép khai triển thành thừa số một đa thức bậc hai khi đã biết hai nghiệm và 
hệ số của +cÝ. 
ä) có, thể tích bảng th Lư + 2H)/3: b) không. 
Đủ. Vì ứị và ny có thể được cho trước một cách tuỳ ý, có một tập hợp vô 
hạn các bộ wứ...ứ¡¡ thoả mãn hệ thức truy toắn H„ = ¿„. ¡ + 0„ +. Ta hãy 
nghiên cứu hai bộ đặc biệt: 

M1, Mạ, H 3v...„ H†ụ VỚI H; =0, ga = Ì 

Me 7zeM 1. cụ¡ VỚI HU cÚ,0 0y <=] 
Ta tìm được: 

lạm 8, ị tHa+Ms+..+mwjao= SE 

0+ S13, tp +H?a+Hhy+.,. + tục 143 
Ta có thể nhận xét rắng: 

ti đHa+Has+..®+Hijụu*= lÌH+ 

Mạ tH ¿+ ịy+.. + yo=T1 Uy (*) 
rồi thì tá dự đoán và cuối cũng chứng minh rắng: 

+ Mà + Hạ $..c + tịn = Ty Chu, 
Chứng mình như sau: ta thấy ngay rằng hệ thức: 

Mạ =(H — BỊ), + HỘ, “hển hi) 


được thoả mãn với ú = l và 0 = 2 và từ đó, bảng cách sử dụng công thức 
truy toán, kết luận rằng nó được thoả mãn với ø®+ = 3, 4, 5..... 1Ô. Sau khi 
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công hai đẳng thức đánh dấu (*) rồi lấy đảng thức thứ nhất nhân Với #; — HỊ, 
còn đẳng thức thứ 2 nhân với uị, từ đẳng thức (***) ta được đẳng thức 
muốn tìm (**). Tư tưởng chủ yếu của phép chứng mình là: nghiệm tông quái 
¡ø„ của phương trình truy toắn của 1a (gọi một cách dạt hơn là phương trình 
sai phân thuần nhất tuyển tính Đắc hai) là tổ hợp tuyến tính của hai nghiệm 
riêng độc lập w„ và w”„ (như tích phần tổng quát của phương trình vị phần 
tuyến tính thuần nhất bậc hai là tổ hợp tuyến tính của hai tích phân riêng): 


so Tanc ————m—--~-“' tê NO DU... 


chế 
j# dị 4x 4 

















lứxÍkxxY 4 





_—__ 


¡1 Í L  & J= l— đv Í Jÿ 4ì The dc _ Z 


J1+2° 1+xˆ J1+x" J+xi 
không phụ thuộc vào ø. Khi chuyển từ đạng thứ hai sang dạng thứ ba ta 
đưa vào vÌ với tư cách là một biến số mới của phép lấy tích phần. Đối với 


œ=Ú, -+ tích phân đã cho tương ứng quy về: 





ï dc. [ tấtS... Ti 
s41 ' XẾ x*‡ x ri +4: 


Những trường hợp này có thế đưa đến lời giải ở trên. 
12. Đây là sự kiện hiển nhiên nhất thuộc loại này: 
R f(w}iu = nếu ƑÍ—) = — 70: 
Ta đặt ø = Ine ffInx) = FÓ): 
[ƑƑtx)x'4c=0nếu F(c ) =-FQ), 
Điều đó gơi ý ta một khái quái sau: 
l§ gzWl+#(x)jJx ldy< k u(x}x 'ldk 
nếu gi x 1= &Ét}, híc '} ==hÓv). Thí dụ 11 là trường hợp riêng: 


£J= TT h{x] = =. : 
14.0x=Úhaya —4=(x+7? 9-39 VẬN, 
14. =y=8, thử vớix = 8,9, f0, l1 là đủ. 
lã. ‹=y=zš=w = 4 nhữ các nhép thử. 
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12, 


18. 
43, 


1Ù1o 


Các mãi phẩng đối xứng của hình đa diện đếu đi qua tâm của nó và chia 
mãi cầu cùng tâm thành các tam giác cầu. Ba bán kính nổi ba đỉnh của tam 


cà AI? & Nn vn, . * N7 ` : 
BiäC Cấu này với tăm tương ứng của tam giấc cầu DãHE —,— vã —. Ti số 
: yŠ -É P 


piữa bản kính của mãi cấu nội tiếp và mặt cầu ngoại tiếp bảng cosc và theo 
cóng thúc của lượng giác cầu thì; 


; | sẹ. } TT 
CỦS£ =C tn| 2 |“ ] 
T # Hà 


Cúc số ƒ và r và giá trị thu được của cos‹ được trình bây trong bảng sau đối 
với các hình tứ điện (À). lập phương (BỊ, bắt diễn (ì, thân nhị điện (Ð) và 
nhì thâp diện (E}. 








Ắ H Lm D E 
= 3 4 3 Š 3 
V= 3 1 4 3 5 
J——— _-. 
m I { Sông 
b v3 C s 


xem thí du 10:43. 

a) ta gọi định thức bậc »ø là đối xứng tám nếu các phần từ 4ÿ của nó thoả 
man điệu KIỆN 4,‡ = du¿i; g„ịa¡ VỚI j, É = 1,2, 3,.... n, Định thức đối xứng 
tâm bậc ø là tích của hai định thức. Tuý theo ứ chân hay lẻ mà cả hái thừa 
số là đth thức bậc ð/2 hay một thừa số là định thức bậc (ø¡ + 11/2 còn định 
thức kia bậc (n — 13/2. 

















THứ du: 
q h 0e ọ 
=({ + b]\ữ —= bì, đ:£ đị= kế 2 (q=—¿) 
ha — l@Œ t 
“.  a 
# b © dd 
°. £ #£ ñ _M†ủd b+tCc| JƑ¬Bg e-l 
hp j | k+th ƒf+‡g lb-c a=d 
tl ba 
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Chứng minh: Tuỳ trường hợp ø chân hay lẻ, bạn hãy đất + = 2m hay " = 2m + 1, 
Ban thêm cốt cuối cùng vào cột thứ nhất, thêm cột trước cột cuối cùng vào 
cốt thứ hai, v.v,.. chững nào mà m cội đấu chưa biến đối. Sau đó, bạn trừ 
dỏng đầu vào dòng cuối cùng, dòng thứ hai vào dòng trước dòng cuối cùng, 
v.v... chừng nào mà m dòng cuối cùng chưa biến đối. Những phép Lính này 
hoặc là đẫn tới hình chữ nhật mx(m + L) hoặc là đân tới hình vuông mm ở 
góc đông - tây, gồm các số Ù. 

b) Định thức bậc bốn có thể chia thành hai định thức bậc hai và không phải 
là tích của chúng, đặc biệt là nếu các định thức bậc hai này có thừa số 
chung. Ta sẽ lâ người lạc quan nếu giả định rắng không có thừa số chúng 
đó: ta thử giả thuyết đơn giản nhất và đạt được kết quả. 

33. Khả năng đáng lạc quan nhất là: hệ số của mọi luy thừa của Ù ở vẽ tái cua 
bất đăng thức nhỏ hơn hoặc bảng hệ số của chính luỹ thừa đỏ ở vẽ phải của 
bất đăng thức. Quả thực là điều đó đã xảy ra: sau khi chia cho 4j, ` SỐ 
hang không đổi sẽ bằng l trong cả hai về và dối với n > Ì các Hệ số của Í„ 
trong các về tương ứng bàng: 

371! 4m-l | 159 4m-3 

48l2 in 4ntl 4812 4n - 
Hiển nhiên là: 

4.7,11...(4n - lì < 5.9...(ln — 3)(4n+]). 


23. a) Ta gọi P, là giả trị pán dúng tính được nhờ phương pháp đã xét khi hình 
vuông được chia thành ` hình vuông nhỏ. Ta giả định rằng có thế khai 
triển P„ theo luỹ thừa bậc N—Ủ; 

P„= Qụ + Qụt K: Qán “hờ 
"Nói chung, hàm số có thể phản tích thành chuỗi luỹ thừa”. Xem thí dụ 2Ó, 


Khi w + %, P„ —> Q,. và ta kết luân rằng Q„¡ = Q. Hơn nữa, bốn điểm trên 
hình ¡1.6 gần đường thằng hơn các điểm trên hình 11.5, Tình hình đó gơi ý 


rằng Q; = Ô và các số hang có 0" cn “3 nhỏ, không đáng kể ngay cả 
khi ø nhỏ. Điều đó cắn tới hệ thức: 


P„>~CO +" : 
hệ thức này biếu diễn một đường thắng (gắn đúng) nếu ta lấy  Ê lầm 


hoành độ cỏn P, làm tung độ. Trong mội số trường hợp ÍL nhiều giống như 
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thế, người ta chứng mình được răng sai số gân đúng có hậc =—— và nhờ phép 
xỄ 


tưởng tự đó, dự đuần của La xác thực hơn. 

h) Cấc cột của bảng dưới đây chứa: l] các giá trị, 2) các tung đê, 3) hiệu 
các tung độ, 4) các hoành vú 6) đô =dïSb: tính được như là tí só piữa (31 
Với TƯ ở ý Ấy. ta đã bỏ đ 


ma. 1.11 


O,I389 | 0.1785 


00486 | 0.1934 


Tố... in. 


¿} Tất nhiên, với tư cách của mội phép tính đáng tin cây nhất, L4 xẻi n = 5, 
côn với tư cách của phép tính rốt nhất tiếp sau, ta xét 0 = 4. Nếu các điểm 
(Xi; y¡) và L1s¿ xạ) nắm trên đường thắng có phương trình y = mày + ð thị (từ 
lệ hai phương trình đối với rm và ð} ta để đăng tìm được 


ở hân 


_—_ = 


h= 


và Irong trường hợp này, La có: 
35x⁄0,1333-10x0,1279 lc 
tc————————— ' )Ì‡t!t. 
35-6 
Nếu bạn hí vong có một cái eĩ tối hơn thể nữa thị bạn sẽ là người gui lạc quản. 


19, 20. Không có lời giải. 
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CÁC NHẢ KHOA HỌC ĐƯỢC DẪN TRONG SÁCH 
(Chú thích của người dịch) 


ABEL [Niels Henrich) (1802-1828), nhà toan học Na Ủy 

APOLONIUS (khoảng 262-180 truc CN), nhà toán học Hy Lạp 

ARCHIMEDE [hay ARGHIMEDES (287-212 trước GN), nhà bác học Hy Lạp 
ARISTOTE (hay ARISTOTLE, 384-322 truớc CN), nhà triết học Hy Lạp 

Johann BERNOULLI (1667-1748), Jacob BERNOULLI (1654-1705, anh cua Johann 
Bernoullil, Daniel BERNGULLI (700-1782. con của Johann Bernoulli), cac nha toàn 
học Thuy SI. 

CAUGHY (Louis Augqustin} (1788-1857), nhà toán học Pháp 

GOPERNIG (Nieolaus Gopernicus) (1473-1543), nhà thiên văn học Ba Lan 

DANTE (1265-1321), nha tho Ý 

DEMOGBITE (khoảng 480-370 truớc CN), nhà triết học Hy Lap 


. ĐESGARTES (Rene) (1596-1650), nhà triết học, toán học và vật li học Pháp 


DIRICHLET (Leuieune) (1805-1868), nhà toàn học Đục 


12. EUCLIDE (thế kỉ HỊ truóc CN), nha toàn học Hy Lạp 

. EUDOXE (thế kỉ !HỊ truùc CN). nha thiên vẫn học và toàn học Hy Lạp 
..EULER (Leonhard) (1707-1783), nha toản học Thuy Sĩ 

- FERMAT (Pierre de) (1E01-1665), nha toán học Pháp 

. BÁLILEI (hay Galilee, 1554-1E42), nhà vật lí học và thiên văn học Y 

. GAUSS (Garnl Friedrich} (1777-1885), nhà toán học và thiện văn học Đục 
..  BOLDBAGH (Christian) (1680-1764), nha toan học Đục 

..HERON (Thẻ kỉ lỊ, nha toán học và cơ học Hy Lạp 

._JAGOBI ldacob] (1804-1851), nhà toán học Đúc 

. KEPLER (Johann) (1571-1630), nha thiện văn học Đúc 


LAGRANGE {Joseph LouisI (1738-1813), nhà toán học Pháp 
LAPLAGE (Pierre Simon), (1748-1827), nha thiện vân học, toán học vá vật li học Đục 


- LEIBNIZ (Gottfried WIlhelm) (1646-1716), nhà triết học, vật lí học và toán học Đué 


L'HUILLER (Simon] (1750-1840), nha toàn học Thuy Sĩ 
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LINNE (1707-1778), nhà sinh học Thuy Điển 
MAÀGLAURIN (Colin) (1B88-1746), nhá loán học Scotland 
NEWTON (Isaac) (1642-1727), nha bác học Ảnh 


PEHHON (Oskar) (1BB0-1875), nhà toán học Đức 


POINCARE [Henri) (1880-1875), nhà bác học Pháp 

PYTHAGORE [hay PYTHAGOFAS. thế kỉ VI truớc CN), nhã triết hoc vã toàn học 
Hy Lập _ 
RAYLEIGH (1842-1918), nhà vật li hợc Anh 

HHATICUS [1514-157B}, nhà thiên văn học Đúc 

SGHOPENHAUER (1788-1880), nhá triết học Đúc 

SNELLIUS (1581-1828), nhá vật li học và toán học Phần Lan 

STEINER (Jacob) |1798-1B63), nhã toán học Thuy Sỉ 

VÀLLIS (dohn) (1616-1703), nhà toán học Anh 
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Chín trách HH vat bán. 
Chủ tich HĐQT kiếm Tổng Giểm đốc NGÔ TRẤN ÀI 
Phá Tống Giám đốc kien Tổng biên tập NGUYÊN QUÝ THAO 
Trí hứa: bản thác tù Chí tich nhiệm mũi ng : 
Phó Tóng biên túp PHAN XUÂN THÀNH 
Giiãm đốc Công tí CP I3ịch vụ xuất bản Giáo dục Hà Nội PHAN KẾ THÁI 
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